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SUR tES FONDEMENTS DE LA CRISTALLOGRAPHIE GEOMETRIQUE:
UNE DEMONSTRATION EIENATNTNNE DE LA STRUGTURE RETICULAIRE
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Sotrtuens

La structure r6ticulaire est pr6sent6e comme une
cons6quence de la d6finition g6om6trique g6n6rale
du cristal: un ensemble obtenu par r6p6tition de
motifs congruents ou 6nantiomorphes, sym6trique,
tridimensionnel, remplissant l,espace avec une den-
sit6 partout finie. On donne une d6monstration
6l6mentaire de ce th6orbme fondamental qui est
d la base de la cristallographie g6om6trique. La
d6monstration est faite en deux 6tapes: on motrtre
d'abord qu'un ensemble satisfaisant i la d6finition
g6n6rale ne comporte ni axes de rotation ni axes
h6licoidaux irrationnels (c'est-i-dire oi l,angle de
rotation est de Ia forme 2rho avec & irrationnel);
on en d6duit I'existence de trois translations non
coplanaires parmi les olt'rations de sym6trie.

Arsrnecr

Reticular structure is presented as a result of
tle general geometrical definition of crystals: a
symmetrical, tlree-dimensional set obtained by
repetition of congruent or enantiomorphic motifs
filling space with a density ever5mhere finite. An
elementary proof is given of this fundamental
theorem which is the basis of geometrical crystal-
lography. The proof is presented in two steps: it
is first shown that a set satisfying the general
definition cannot contain irrational rotation or
screw axes (i.e., wit! rotation angle of the form
2rh, witla & irational); then it is inferred that tlere
exist three noo-coplanar translations among the
symmetry operations.

INrnouucuoN

Lorsqu'on cherche b construire une cristallo-
graphie g6om6trique "rationnelle", comme on
dit m6canique rationnelle, pour reprendre une
expression de Mauguin (1955), on est amen6
i .rechercher quelles sont les propri6t4s g6om&
triques ninima qui suffisent i caract6riser le
cristal et dont toutes les autres propri6t6s d6-
coulent. On est ainsi conduit i la d6finition trds
g6n6rale suivante.

Ddfinition g6om6trique du cristal
(a) Le cristal est form6 par la r6p6tition dans

I'espace de motifs g6om6triquement 6gaux. Ces
motifs peuvent 6tre congruents ou 6nantiomor-
phes. (b) Le cristal est sym6trique. De fagon
plus pr6cise, tout d6placement (au sens large, en
y incluant les op6rations de seconde espbce qui
transforment un motif en son 6nantiomorphe)
transportant un motif sur un autre motif, trans-
porte tous les motifs sur d'autres motifs. (c) Les
motifs forment un 6difise tridimensionnel. Ils
remplissent I'espace. Pour un cristal donn6 on
peut fixer une longueur finie Z telle qu'il existe
au moins un motif i f int6rieur d'une sphbre de
rayon Z centr6e sur un point quelconque. (d)
La densit6 des motifs est partout finie. Si l'on
considdre une sphbre centr6e sur un point quel-
conque de I'espace, le rapport du nombre des
motifs contenus dans la sphbre i son volume
est fini (6ventuellement nul) quel que soit le
rayon de la sphbre. Cette condition est 6videm-
ment n6cessaire dan$ le cas de motifs mat6riels.

Structure de groupe des opirations de symdtie

On d6duit imm6diatement des conditions (a)
et (b) un grand nombre de cons6quences bien
connues. Rappelons certaines d'entre elles qui
nous seront utiles dans la suite. Les d6place-
ments, ou op6rations de sym6trie du cristal, for-
ment un groupe. Si une op6ration existe, toutes
les op6rations qu'on en d6duit par r6petition
(les puissances de cette op6ration) existent aussi.
Il en est de m6me de l'op6ration inverse et de
ses puissances. Si deux op6rations de sym6trie
existent, toutes les op6rations qu'on en d6duit
en multipliant une puissance quelconque, p6i-
tive ou n6gative, de la premibre par une puis-
sance quelconque, positive ou n6gative, de la
seconde existent aussi.

Si l'on mat6rialise dans l'espace les divers
6l6ments' g6om6triques, vecteurs libres de trans-
lation, centres, axes, plans de sym6trie, tous ces
6l6ments sont transformEs par les op6rations de
sym6trie comme les motifs eux-m6mes. Si le
cristal possdde des motifs 6nantiomorphes et
par suite, des op6rations de premibre et de se-
conde espdces, Ies op6rations de premidre es-
pbce forment un sous-groupe d'indice 2. De
fagon moins technique les motifs vont par paires
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congruent+nantiomorphe. Le sous-ensemble que
I'on d6duit d'un motif donn6 par toutes les
op6rations de sym6trie de premibre espbce sa-
tisfait lui aussi aux conditions (a) i (d).

Le problZme de la stucture rdticulaire

Les conditions (a) et (b) ne suffisent pas i
elles seules i caract6riser le cristal. Elles sont,
par exemple, satisfaites pour un ensemble qui
est form6 de motifs d6duits d'un motif donn6
par toutes les op6rations d'un groupe ponctuel,
qui laisse fixe un point de l'espace, ou encore,
pour un ensemble d6duit d'un motif donn6 par
une succession inddfinie de ddplacements autour
d'un axe hdlicoidal, de translation et rotation
quelconques. Mais ni dans un cas, ni dans l'au-
tre, on n'obtient, g6omdtriquement parlant, un
cristal. C'est pourquoi il est n6cessaire de leur
adjoindre les conditions (c) et (d).

Il est remarquable que dans la d6finition du
cristal ainsi donn6e, il ne soit fait nulle mention
de la structure r6ticulaire. c'est-i-dire de fexis-
tence de trois translations non-coplanaires par-
mi les opdrations de sym6trie. Cest qu'en effet
cette triple p6riodicit6 est une consdquence des
conditions (a) b (d). Tout ensemble satisfaisant
i ces conditions est nAcessairemenr triplement
p6riodique. Cette proposition peut 6tre consid&
r6e comme le premier th6orBme, et le th6ordme
fondamental, de la cristallographie g6om6trique.
Pourtant, sauf rates exceptions @elaunay 1934,
Mauguin 1955), ce th6orBme est rarement men-
tionn6 dans les expos6s modernes, et moins sou-
vent encore d6montr6. Il parait plus simple
d'admettre l'existence de la structure r6ticulaire
comme une donn6e imm6diate de I'exp6rience
et d'6viter une d6monstration qui, sous sa fotme
classique, repose sur des propositions difficiles
concernant les groupes de d6placements (Jordan
1869). Mais en suivant une telle d6marche on
parvient b une vue tronqu6e et moins harmo-
nieuse des bases de la cristallographie g6om6tri-
que. En particulier la question reste alors pos6e
de savoir s'il ne pourrait exister d'autres 6tats
de la matidre que l'6tat cristallin qui seraient
sym6triques, rempliraient l'espace, mars ne se-
raient pas triplement p6riodiques. Le th6ordme
en question permet de rdpondre par la n6gative.

Nous nous proposons de donner ici une d6-
monstration 6l6mentaire de ce tl6orBme. Nous
montrerons d'abord qu'un ensemble satisfaisant
aux sonditions (a) i (d) ne peut poss6der d'axes
de rotation ou d'axes h6licoidaux irrationnels.
Nous en d6duirons ensuite l'existence de la tri-
ple p6riodicit6. Les axes rationnels et irration-
nels jouant un r6le essentiel dans la d6monstra-
tion, nous commencerons par rappeler leur d6-
finition et certaines de leurs propri6t6s.

Pnoprufr€s nss A)<es RATIoNNELS
ET IRRATIONNELS

Axes de rotation rationnels

Un axe de rotation, not6 A(a), fait tourner
les motifs autour d'une droite A dans un sens
convenu, par exemple celui de la rotation des
aiguilles d'une montte, d'un angle a = 2nh.
Si l'axe est rationnel, h est une fraction a/0,
avec a(b, que I'on peut toujours supposer 16-
duite de fagon que a et D soient premiers entre
eux. Soit H la 1uace de ,4 sur le plan de la
figure, suppos6 normal d A, et soit Po un point
de ce plan (Fig. 1). Par rotation de 2ia/ b os
passe de Po d, PI, par rotation de 2 X 2tra/b
on passe e. PZ .. par rotation de D X
2na/b on retrouve Po. Les points Po, Pl,
P2 . . . Pb=Po occupent les sommets d'un poly-
gone r6gulier de D c6t6s, mais, sauf dans le cas
of a = 1, ces points ne se disposent pas i la
suite les uns des autres sur la circonf6rence;
ils se pr6sentent dans un ordre capricieux qui
d6pend de la valeur de a.

Axes de rotation irrationnels

Ici & est un nombre irrationnel que l'on peut
d6velopper en fraction contiriue. Soit a/b l'un
des termes, par excb,s, de ce d6veloppement; ft
peut 6tre mis sous la forme:

h: a/b - c/b2 (1)

oil a et D sont deul entiers premiers entre eux,
a I b, et oir e est.un nombre irrationnel compris
entre 0 et 1. Si, comme pr6c6demment (Fig. 1),
partant de Po on effectue D rotations succes-
iive., on obtient 6 points Ptlo Ptz, . . . trb;
mais maintenant Pb ne coincide pas avec Po.
Exemple: Soit la rotation irrationnelle a =
2rr/t/3. Le d6veloppement de l/t/3 en frac'
tion continue donne les approximations suivan-
tes par excBs: 3/5, IL/ 19, 4l/7t, L53/265 .. . ,
Nous limitant au premier terme nous pouvons
6crire:

L/\E:3/5 - e/52 (2)

oil e = A,56624327 . . . Cest avec ces donn6es
qu'a 6t6 construite la Figure 1.

On remarque que chaque point Iti tombe en-
tre deux points Pi cons6cutifs sur la circonf6-
rence. Cette propri6t6 est g6n6rale. En effet la
longueur Ai de l'arc s6parant Pi de Pti s'6crit:

Li : i2m/b - i%r(a/b - c/bz) : ei\zr/bz (3)

i 6tant au plus 6gald b, et € 6tant compris entre
0 et 1, Ai est inf6rieur i l'6cart Zrr/b sfiparant
deux points Pi cons6cutifs sur la circonf6rence.

Comme D peut 6tre pris sup6rieur e tout
nombre fix6 i l'avance en choisissant la frac'



Ps
Po

Pz

Ftc. 1. Suite des points Pi obtenus par rotation de
Po, de 2" X 3/5, autour de Il et des points
P'i obtenus par rotation de 2r/t/3,

lion a/ b assez loin dans le d6veloppement de
ft en fraction continuen on tire de cette discus-
sion deux conclusions essentielles: (1) Les points
Ptl, P'2 . . . sont tous distinqts et leur nombre
peut 6tre aqcru sans limite; (2) la longueur de
l'arc s6parant deux points P/i cons6cutifs sur
la circonf6rence est inf6rieure A Z X 2n/b =
4n/ b et peut 6tre rendue aussi petite que I'on
veux.

Axes hdlico\daux rationnels et irrationnels
Un axe h6licoidal, not6 A(a,t), de rotation

a et de translation t, est dit rationnel ou ina-
tionnel selon que ot 6tant mis sous la forme
a = Zrrh, & est rationnel ou irrationnel. Si
l'axe est rationnel, avec h - a/b. on retrouve
aprbs 6 rotation$ un motif ayant la meme
orientation que le motif initial et qui s,en d6-
duit par une translation Dr parallble i .,4.. Dans
un groupe de d6placements comportant un axe
h6licoidal rationnel on trouve donc aussi une
translation. Il n'en est plus de m6me si I'axe
est irrationnel. Les motifs s'enroulent autour
de lui sans que deux doentre eux puissent 6tre
d6duits l'un de I'autre par une translation.

Combinaisons daxes

Si un ensemble de motifs satisfait aur con-
ditions (a) n (d) et qu'il possbde deux op6rations
de sym6trie, nous avons vu qu'il possbde aussi
I'op6ration produit d'une puissance quelconque
de -la premidre par une puissance quelconque
de la seconde. On a, en particulier, les r6sultits
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suivants qui nous seront utiles dans la suite et
dont la d6monstration est tout i fait classique
(e.g., Jaeger t9t7, Buerger 1956.). S'il existe
deux axes de rotation A(a) et B(p) concourant
en un point 0, il existe un troisidme axe de
rotation C(7) passant par Q et A, B, C ne sont
pas coplanaires (th6orbme d'Euler). S'il existe
deux axes de rotation A(a) et B(B) non con-
courants et non paralldles, il existe un axe h6li-
coidal C(7,1) de translation / non nullen ce que
nous sous-entendrons toujours lorsqu'il sera
question d'axes h6lico:idaux dans la suite, et
A" B, C ne sont pas coplanaires. S'il existe un
il(e de rotation A(a) et une translation t non
perpendiculafue d A, il existe un axe h6licoidal
A'(a,t\ paralldle a l. S'il existe deux axes
h6licoidaux parallBles A(a,t) et A'(ot,t) de m6-
mes rotation et translation, il existe une transla-
tion y' perpendiculaire b leur direction commu-
ne. Dans le cas particulier of ot = rT; / est, de
plus, paralldle au plan contenant les deux axes.
S'il existe deux axes h6licoidaux l(a,t) et
A'(t,O, de rotation ,r, non paralldles et non
concourants, il existe un axe h6licoidal A"(a,{)
perpendiculaire d. A et ,4'. Nous introduirons
maintenant la seconde notion g€n9rale dont nous
aurons besoin, celle de point 6quivalent.

PorNrs Eernvar,nNrs

Soit P un point quelconque de l'espace. Si
la condition (c) est satisfaite, il existe un motif
M dans une sphdre, de rayon fini Z, centr6e
sur P. Toute op6ration de sym6trie qui trans-
f.orme M en un motif M', ttansforme P en un
point P' dit point 4quivalent. A l'ensemble des
motifs on peut ainsi faire correspondre un en-
semble de points 6quivalents. On sait que ces
points 6quivalents jouent un grand r6le en cris-
tallographie et qu'ils possddent de nombreuses
propri6t6s int6ressantes. Nous mentionnerons
seulement l'une d'entre elles qui nous sera utile
dans la suite: les points 6quivalents i un point
donn6, comme les motifs, remplissent l'espace.
De fagon plus pr6cise, il existe au moins un
point 6quivalent i l'int6rieur de toute sphbre de
rayon 2L, of Z est d6fini par la condition (c).

Cette proposition est presque 6vidente. En
effet consid6rons @ig. 2) un point quelconque
P, une sphEre,S de rayon Z et un motif M con-
tenu dans cette sphbre (d'aprds la condition (c)
il en existe au moins un). Soit O un autre point
quelconque. Il existe un motjf M/ dans une
sphbre ) centr6e sur O, de rayon L. L'op6ration
qui fait passer de M e Mt, transforme P en Pl
et J en ,S/. Comme les sphbres J et l contien-
nent toutes deux Mt, elles sont n6cessairement,
s6cantes et, par suite, la distance de O I P

DfMoNsrRAT.roN DB LA srRUcrnRB nfrlcur,eRs
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Frc. 2 S'il existe un motif M i I'int6rieur d'une
sphbre ̂ 1, de rayon Z, centr6e sur un point quel-
conque P, il existe un point 6quivalent P' dans
une sphire, de rayon 2L, centr6e sur un autre
point quelconque O.

est inf6rieure i la somme de leurs rayons, soit
2L.

UN ENsnrvrsrs E SerrsrersANT AUx Cor.ronroNs
(a) i (d) Ne Possbe pas D'AxEs DE

RorntIoN InnnnouNels

Supposons, en effet, qu'il existe un axe de
rotation irrationnel. Nous avons vu que l'on ob-
tient un nombre aussi grand que l'on veut de
motifs tous distincts par des rotations r6p6t6es

autour de cet axe. Soit P un point de faxe.
Comme les motifs remplissent lespace on peut
trouver un motif i l'int6rieur d'une sphdre, de
rayon fini L, centr€e sur P (condition (c)). Les
autres motifs qu'on en d6duit par rotation sont
aussi contenus dans cette sphBre. On a donc
une infinit6 de motifs contenus dans une sphdre
de rayon fini, en contradiction avec la condition
(d).

UN ENsslvrsrr,E SerrsrarsANT Aux CoNDITIoNS
(a) i (d) Nr PossiDs pes o'Axss H6r-rcoioeux

IRRATIoNNBLS

La d6monstration requiert deux propositions
auxiliaires.
Lemme /.' Soit une sphbre de centre O et de
rayon R contenant un motrf M. Soit A(a,t) un
axe h6licoidal, rationnel ou non, passant par
un point P 6galement int6rieur I la sphbre (Fig.
3). Le motif. M' d6duit de M pat D d6place-
ments r6p6t6s autour de z4 est contenu dans
une sphbre centr6e sur O de rayon 5D, en dC
signant par D la plus grande des deux longueurs
R et bt.

Introduisons un triddre trirectangle AXYZ
tel que OY soit dans le plan OPA et perpendi-
culaire d A(a,t) et OZ Lri soit paralldle. D6si-
gnons par x, !, Z les coordonn6es d'un point
quelconque de M, par l, !', z' les coordonn6es
d-u poinf 6quivalent de Mt. Comme |tl, lyl' lzl
( R, on a toujours:

lr ' l  <2R ly' l < 3R la'l < R * bt (4)

a

Hc. 3 Le motif M contenu dans la sphbre de cen-
tre O est transform6 par b ddplacements autour
de A (a,t) qui passe par un point P int6rieur i
la sphdre.

F' Ml
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La distance de O au point de coordonn6es r/,
y', e'satisfait donc aux in6galit6s:

t/x', * ltz I ztz < \/4R" + 9R2 + (R + bt)z
< juoz +5o"-+ZF: \/VD < ED (D,,

Lernme 2.' Soit I/ un point d'une sphdre et C
un cercle de centre ,M sur cette sphdre. Soient
P, Q, R trois points situ6s sur C tels gue les
triangles sph6riques HPQ ef ,EIQR soient 6gaux
et d'angle ol au sommet .El. Soient P' un point
situ6 sur C entre P et Q, et R' un point situ6
$ur C entre Q et R (Fig. 4). L'angle o au som-
met Q du triangle sph6rique P'QR' satisfait i
I'in69alit6:

a l r - r l  ( 6 )

Les angles aux sommets P, Q, R des deux
triangles HPQ et.EIQR sont 6gaux. D6signons
par B leur valeur commune. Comme dans tout
triangle sph6rique la somme des angles excdde
7T, O\ A:

o t ! 2 p > r  ( 7 )

d'oi d6coule l'in6galit6 cherch6e puisque
a> 2p.

Si E possbde u.n erce h6licoidal A(ut), rationnel
olt non, il posside aussi un autre axe hdlicotdal
de m4mes rotation et tqnslation

Soit P un point de l'axe A(a,t), Il existe un
motrt M i l'int6rieur d'une sphbre, de rayon Z
fini, centr6e sur P (condition (c)). Multiplions
M par des d6placements r6pdt6s autour de A,'
on obtient une suite de motifs M', M' . . . . qui
s'enroulent autour de A et une suite de points
P', Y . . . . 6quivalents i P situ6s sur l'axe
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(Fig. 5). Comme l'ensemble des points 6quiva-
lents i P remplit l'espace, il existe n6cessaire-
ment un point 6quivalett Po non situ6 sur ,4
et i distance finie de P. L op6ration qui permet
de passer de P i Po transforme M en un autre
motif Mo. Elle transforme 6galement I'axe
A(a,t) en un autre axe Ao(a,t), de m6mes ro-
tation et translation, qui passe pt Po. En effet
nous savons que si E satisfait aux conditions
(a) et (b) ses 6l6ments de sym6trie sont multi-
pli6s par les op6rations de sym6trie comme les
motifs eux-m6mes.

Nous supposerons maintenant que les axes
A et Ao sont irrationnels. Nous allons montrel
que cette hypothbse est incompatible avec la
condition (d). Nous distinguerons deux cas se-
lon que A et Ao sont, ou non, parallbl$.

Les ates A et Ao sont pmalldles

De l'existence de ces deux axes d6coule celle
d'une translation ? perpendiculaire d leur direc-
tion commune. Transformons cette translation
par des d6placements r6p6t6s autour de l, ou
lo. Nous obtenons une suite de translations
Tl, 7I2,. . . que nous avons repr6sent6es dans
la Figwe 6, en leur donnant une origine com-
mune O, par les vecteurs OTt, OT2. . . . Ces
vecteurs se d6duisent de OT par des rotations
r6p6t6es de l'angle cu autour de O. Comme il
s'agit de rotations irrationnelles, les points T1,
TZ . . , . sont tous distincts et en nombre aussi
grand que l'on veut. En appliquant ces transla-
tions b un motif quelconqug nous obtiendrons
des motifs distincts, appartenant tous i E, qui
occupent un volume fini et peuvent 6tre aussi
nombreux que l'on veut. Ceci contredit la con-
dition (d).

DfMoNsrRATroN DE LA srRucrt RB RfrtcuLARB

A(4, t)
I  Ao(a,t)

'r?'"
M,,

P

lMo

Po

tP'

lru

Ftc. 5. L'existence d'un axe h6licoidal l(a,l) entraine celle d'un autre axe
h6licoidal Ao(o,t) de m6mes rotation et translation. Repr6sentation des
a)(es par leurs p6les sur une sphEre.
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Frc. 6. L'existence. de deux axes h6licoidaux paral-
lels irrationnels entraine celle d'une infinit6 de
translations distinctes Tt Tn. . .

Les axes A et Ao ne sont pas paralldles

Nous allons montrer que I'on peut d6duirc
de l'existence de ces deux axes une suite d'op6-
rations de sym6trie qui, appliqu6es au motif
Mo, donnent une suite de motifs de densit6
infinie. Chaque op6ration transforme Mo en
un autre motif. En mdme temps Po est trans-
form6 en un point 6quivalent, et Ao en un
autre al(e de m6mes rotation et translation.

Frc. 7. Disposition des p6les s4 sur le cercle C.
La figure a 6t6 trag9n pour o =T/V12. I-e
d6veloppement de 1Vl2 en fraction continue
par excls donne 13145, IU/6n.. . On a choisi
pow a/b la premidre fraction. Pour simplifier
seuls les p6les p8p et p8p f I ont 6t6 repr6sen-
t6s et les cercles ont 6t6 tra@s comme s'ils
6taient dans le plan de la figure alors qu'ils
sont, en fait, sur une sphire.

Nous dirons de ce motif, de ce point et de cet
axe qu'ils sont associ6s. Il est commode de
suivre la marche du raisonnement en reportant
sur une sphdre les p6les des axes ainsi obtenus
(Fig. 5). Nous d6signerons par p, le pdle de
laxe A, par W celui de l'axe Ao, Nous suppo-
serons d'autre part que I'on a d6velopp6 en
fraction continue la rotation @ autour de ces
axes et que I'on a retenu dans le d6veloppement
une certaine fraction a/b.

Dans une premidre 6tape, nous allons trans-
former Mo par D d6placements successifs autour
de A. Mo et Po se trouvant b distance finie de
I, il est toujours possiblg quelle que soit la
grandeur de la translation r, d'inclure les D mo-
tifs Mi ainsi obtenus, et les D points associds
Pi, dans une sphbre de rayon Dr. Il suffit pour
cela de prendre 6 assez grand, c'est-i-dire de
pousser le d6veloppement en fraction continue
assez loin, ce que nous supposerons r6alis6.

Les p6les p des axes Ai associ6s i ces 6 mo-
tifs se d6duisent de po par D rotations successi-
ves d'angle a autour de p, et se disposent sur un
cercle C centr6 sur p (Fig. 7). Nous avons 6galc
ment port6 sur cette figure i partir de po les
sommets du polygone rdgulier de D c6t6s inscrit
dans C. Nous appellerons division de C chacun
des arcs 2n/ b ainsi d6limit6s. Nous savons qu'il
tombe un p6le tra, et un seul, sur qhacune de ces
divisions. On peut indexer ces p6les, en meme
temps que les axes, les motifs et les points 6qui-
valents associ6s, dans I'ordre oi ils apparaissent
au sours des rotations successives. Mais il est
plus commode de les indexer dans l'ordre, g6n6-
ralement diff6rent, of ils se succedent sur le
cercle C dans le sens convenu, c'est-i-dire celui
de la rotation des aiguilles d'une montre, i par-
tir de po.

Portons notre attention sur les p6les dont l'in-
dise I est de la forme 8p*1, avec p)0. Leur
nombre est 6gal e t(D - 1)/81 en d6signant par
ce symbole l'entier 6gal ou immldiafsmenl inlf!-
rieur au nombre inscrit dans le crochet. Par
exemple en Figure 7, b:45 et il y a l(45 -
1)/81 = 5 p6les p8 p*1.

Dans une seconde 6tape, consid6rons parmi
Ies motifs Mi cevx de la forme M8pg1, asso-
ci6s aux p6les pr6c6dents, et multiplions chacun
d'eux par D d6placements successifs autour de
l'axe A8p d'indice imm6diatement inf6rieur.
Nous noterons les motifs ainsi obtenus M8p.i.
Ils sont d6duits des motifs Mr, contenus dans
une sphbre de rayon bt, par D d6placements
successifs autour d'axes h6licoidaux,4i qui pas-
sent par des points Pi 6galement contenus dans
cette sphdre. Appliquant le lemme 1, nous en

I,Je

p16
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d6duisons que les motifs M8p,j sont contenus
dans une sphbre de rayon quintuple Sbt. On
montre de m6me que les points 6quivalents
P8p,j associ6s d ces motifs sont 6galement con-
tenus dans cette sphBre.

A chaque motrf. M8p.i est associ6 un axe de
p6le p8p.j, et ces p6les sont dispos6s sur des
cercles centr6s sur p,8p que nous noterons C8p
(Fig. 7). Chacun de ces cercles peut 6tre divis6,
conrme nous lavons fait pour C, en b divisions,
i partir de p8p*1, par les sommets du poly-
gone r6gulier inscrit de D c6t6s. Il y a un p61e
1t8p,j, et un seul, sur chaque division. Les cer-
cles C8p sont en m6me nombre que les p6les
de forme p8p*1, soit [(D - 1)/8]. Comme il
tombe un p6le 3r,1, et un seul, sur chaquo divi-
sion du cercle C, les cercles C8p "couvrent" au
maximum 4 divisions et, 6tant construits de 8
en 8 divisions, ne peuvent se couper. Nous in-
dexerons les p6les p,8p.j de fagon i ce que f in-
dice j prenne les valeurs t,2o 3 .. . dans l'ordre
or) les p6les se succbdent dans le sens convenu,
d partir de p,Sf *1, sur chaque cercle C8p.

Portons notre attention sur les p6les d'indice
/ de Ia forme 84f1, avec q > 0 et, parmi ces
pOles, ceux qui sont inthieurs au cucle C que
nous noterons p*89.8q*I. Il y a b p6les p 8P.f
sur chaque cercle C82 et chacun d'eux occupe
une division hr lb de ce cercle. Sur l'arc int6-
r i e u r i C , i l y e n a a u m o i n s

f longueur de I'arc int6rieur I
LTJ,

la partie fractionnaire de I'arc pouvant, ou
non, porter un p6le. Une borne inf6riewe
de la longueur de l'arc int6rieur peut 6tre
obtenue en appliquant le lemme 2, L'6cart
angulaire de deux p0les cons6cutifs sur C est

infErieur d. 4r lb, donc la longueur de I'arc C8p
int6rieur i C est plus grande que (zr - 4t lb).
Ainsi il ya aumoins

f r  -  hr/n ' l
LWJ:t (b-4) /2r  

(8)

p6les p,8p.j intdrieurs i C sur chaque cercle
C8p. Parmi ces p6les, ceux d'indice i:8q*I,
q)0, sont donc en nombre

f r<o-+>tzt - t l  _  f  rn-atn l
L________B_J 

: 
L_____E_J

- t(, - 6)/161 (e)

Comme il y a [(D - 1)/8] cercles C8p, il y a
donc, au total, au moins I(D - 1)/81
Ib - 6)l L6l p6les g,*8p.8q*1 int6rieurs b C.

Dans une troisiDme 6tape, nous multiplierons
chaque motif. M8p.8q*1, associ6 au p6le
1.t*8p.8q{L, par 6 d6placemeorts successifs
autour de I'axe A8p.8q d'indice j imm6diatement
inf6rieur. Nous noterons M8p.8q.k les motifs
ainsi obtenus. Ils d6rivent de motifs M8p.i con-
tenus dans une sphbre de rayon Sbt par b d6-
placements successifs autour d'axes h6licoidaux
.l.8p.j passant par des points P8p.j 6galement
int6rieurs b cette sphbre. Ils sont donc contenus
dans une sphBre de rayon 5"bt. I1 en est de
m6me des points P8p.84.ft associds.

A chacun de ces motifs est associ6 un ar(e
de p6le p,8p.8q,k, et ces p6les sont dispos6s sur
des cercles centr6s sur y,8p.8q, que nous note-
rons C8p.84 @ig. 8a). Ces cercles sont en m6me
nombre que les p6les ps8p.8q*L,: soit au
moins [(b - 1)/8] t@ - 6)/ L6l. Comme pr6c6-
demment ces p6les seront index6s de fagon i ce
que I'indice k prenne les valeurs L, 2, 3

Fro.8. (a) Sch6ma de la disposition des p6les r8p.8q.& sur
position des p6les p8p.8q.8r.l sur les cercles C8p.8q.8r. (c)
C8 p, C8 p.\q, CB p.8q.8r.

les cercles C8p.8q. Sch6ma
Sch6ma de fimbrication des

de la dis-
cercles C,
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dans l'ordre of ils se succbdent, dans le sens
convenu, i partir de p*8p.8q*1 sur les cercles
C8p.8q, Portons notre attention sur les p6les ot
* = 8r*1., avec r)0, qui sont int6rieurs aux
cercles C8p. Par un raisonnement semblable au
pr6c6dent, on montre qu'il y a au moins
I@-6)/I6J p6les p,*8p.8q.8r*l de ce type sur
chaque cercle C8p.84. Comme il y a au moins
t(, - 1)/81 lb - 6)/ 1,61 cercles C8p.8q, il y a, au
moins (r-1)81 [(F6)/16]! p6les p*8p.8q.8r
*1 int6rieurs aur cercles C8p.

Dans une quatridme et demi4re 6tape, nous
multiplierons les motifs M8p,8q.8r*1, associ6s
i ces p6les, par b d6placements successifs autour
de I'axe A8p.8q.8r d'indice ft imm6diatement
inf6rieur. Appliquant une fois encore le lem-
me l, on voit que ces motifs que nous noterons
M8p.8q.8r.l sont contenus dans une sphdre de
rayons 5301.

A chaque motif est associ6 un axe de p6le
1.r,8p.8q.8r.1, et ces p6les sont dispos6s sur des
cersles centr6s sur p,8p.84.8r, que nous noterons
C8p.8q.8r (Fig. 8b). Ces cercles sont en m6me
nombre que les p6les p,*8p.8q,8r+1, soit au
moins [(D- 1)/8] t(D - 6)/1612.

Portons notre attention sur les p6les
trt*8p.8q.8r.1 int6rieurs aux cercles C8p.84. Sur
la totalit6 de chaque cercle C8p.8q.8r il y a b
p6les et sur la partie int6rieure aux cercles
C8p. 8q il y en a [(b-4)/21, en reprenant un
raisonnement connu. Comme il y a au moins

TABLEAU 
'I. 

R€SUME DE LA DEMONSTRATTON DE L'INEXISTENCE DES AXES
HELICOIDAUI IRRATIONIIELS DANS L'ENSEMBIE E

I(r-1)/81 l(b-6)/1'61' cercles C8p.8q.8r, le
nombre total des p6les p*8p.84.8r./ int6rieurs
aux cercles C8p.8q est au moins €gal I
l(, - 1)/81 l(b - 6/ 16l' lb - 4)/21.

Le Tableau I r6capitule le d6compte des p6les
au collrs des quatre 6tapes et permet de prendre
une vue d'ensemble de la suite des op6rations.
La Figure 8c montre sch6matiquement l'imbri-
cation des cercles C, C8p, C8p.8A, C8p.8q.8r.
On voit que, par construction, les arcs de cercle
C8p.8q.8r int6rieurs aux cercles C8p.8q ne
peuvent se couper. Sur chacun de ces arcs nous
savons que tous 1es p6les sont distincts puisque
les rotations sont irrationnelles. Ainsi il y a au
moins [(D- 1)/8] t(D - 6)/161' l(b - 0/Il p6les
p,*8p.8q.8r.1 distincts. A chaque p6le est associ6
un motif et ces motifs sont eux-mOmes distincts'
En effet, si deux motifs 6taient confondus, Ies
axes qui leurs sont associ6s le seraient aussi et
il en serait de mdme des p6les.

Nous sommes ainsi parvenus i montrer qu'il
y a au moins [(]-1)/81 I(b-6)/l6l' l(M)/21
motifs distincts dans une sphbre de rayon 5eDl
et donc de volume 4zr5s(bt)s/3. Le rapport r du
nombre de motifs au volume satisfait donc I
l'in69alit6:

" > t(b - r)/8l|(b - 6)/L612l(b - 4)/21 /ro.\,  a  \ r v l

Pour des valeurs 6lev6es de i le terme de
droite tend vers une expression de la forme
Cte X D. Comme D peut 6tre pris aussi grand
que l'on veut, on voit donc que la densit6 des
motifs peut 6tre rendue, elle-m6me, aussi grande
que I'on veut, en contradiction avec la condi-
tion (d). Ceci achdve la d6monstration de la
proposition selon laquelle l'ensemble E ne peut
poss6der d'axes irrationnels.

Nous passerons maintenant d la deuxiBme
partie de la d6monstration en montrant qu'il en
r6sulte que I'ensemble E possbde trois transla-
tions non coplanaires.

UN ENssr4slr E SerrsrarsANT Atrx CoNDrrIoNs
(a) i (d) Possips Tnors Th.eNsLArIoNs

NoN Copr,eNenss

Consid6rons le sous-ensemble .E' que l'on
obtient en appliquant i un motif quelconque
toutes les op6rations de sym6trie de premidre
espbce de .8. Nous savons que, si ,E satisfait
aux sonditions (a) b (d), il en est de m6me
pour E'. Les 6l6ments de sym6trie de E'peu-
vent 6tre des translations, des axes de rotation,
des axes h6licoidaux, et nous venons de montret
que ces axes sont n6cessairement rationnels.

Sr ' le  cerc le  C:

n m b r e  d e  p o l e s  l r l  . . . . . . . . . . . . . . .  b
nombrc de poles uSFfl
e t  de  erc ies  ceb "  " " " " " " '  [ (b -1) /8 ]  =  N

sur chaqu€ Hcle CBp I

ndnbre de p01es !8p.J D
nonbre de P6les !t8p.i
i n t e r i e u r s  a  c  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  >  L $ - 4 ) / 2 J
nmbre de p61es trrgp.gqll' i n te r ieurs  a  c  .  . .  . . . . .  .  . .  . .  . .  . .  . .  >  [ (b -6) /16 ]
nmbre total de p6les ulap.&.i+l
lnt€rieurs a C
et de Grcles C8p.8q
passant  par  es  bo tds  >  Nx[ (b -6) /16 ]  =  -

[ (6 :1 ) /6 ]  l (B-6) /161 =  N '
sur chaque @rcle C8p.Bq:
nonbre de pOles u8p.8q.i D
nonbr€ de poles !*8p.8q.j
i n t e r i e u r s  a  g g p  . . . . . 1 . . . . . . . . . . .  >  l $ ' q n l
nmbre de poles !*Bp.8q.8rs1
in te r leurs  a  c8p . .  . .  .  . . .  . .  .  . .  . . .  .  >  [ (b -6) /16 ]
nmbre total de piles pNgp.Sq.aFl
interieurs a CBo
et de Gfcles CBp.8q.Br
passanr  par  ces  ia tds  >  [ : I [ ( ! :q )119]  :  , ,

L (b -1) /8 . ]  [ (b -6) /16 ' ] '  =  N"
Sur chaque cercle C8p.8q.8r:

nmbre  de  po les  g8p.8q .Br .9  . . . . . ,  b
nonbre de p0les ut8p.Bq.8r.t
in te r ieurs '  a  cgp.sq '  . .  . .  .  . .  . .  . .  . .  .  > .  l (b -4) /4
nombre total de poles !88p.8q.3r.1
i n t e r i e u r s  a  c 8 p . B q  . . . . . . . . . . . . . .  >  H l ( ! : l ) / ? . =  , c .

[(b:r)/B] ft b-6)i 16l' l ft-ql tA
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Nous commencerons par 6tablir une proposition
auxiliaire.
Lemme .l: Soient trois droites A, B, C non
coplanaires qui concourent en un point O et D
une droite ne passant pas par O (Fig. 9). L'une
au moins, des droites A, B, C ne rencontre pas
D et ne lui est pas parallble.

Ddsignons que g le plan de AOB et distin-
guons deux cas selon que D est, ou non, conte-
nue dans Q. Dans le premier cas, comme D,
par hypothlse, ne passe pas par O, la droite C
satisfait i la proposition. Dans le second cas,
D pourra rencontrer Q ou lui 6tre parallble. Si
D rencontre Q, elle n'est parallble ni i l, ni i
8, et son point de concoun avec Q ne peut 6tre
situ6 b la fois sur.d et sur B, puisque ce ne peut
6tre le point O. Ainsi I'une, au moins, des droi-
tes z4 et B ne rencontre pas D et satisfait b la
proposition. Si D est paralldle i O, elle ne ren-
contre ni A ni B, D'autrs part elle ne peut 6tre
paralldle i la fois i I'une et fautre. L'une, au
moins, de ces droites satisfait donc b la propo-
sition.

Si E posside un qxe de rotation, E possdde
aussi un axe hdlicoidal

Soit z{(CI) I'axe de rotation et soit P un point
de cet axe. Soit Q le plan perpendiculaire i I
passant par P @g. 10). Comme le point P et
ses 6quivalents remplssent l'espace, on peut
trouver, d distance finie de P, un lnint 6qui-
valent P/ qui ne soit pas dans Q. On passe de
P A, P' soit par un d6placement h6licoidal, et la
proposition est d6montr6e, soit par une transla-
tion, soit enfin par une rotation autour d'un
axe 8(B). S'il s'agit d'une translation, elle n'est
pas perpendiculaire i ,4 puisque P, n'est pas
dans Q. Combinant cette translation avec la rota-
tion autour de z{, on obtient le d6placement h6li-
coidal cherch6. S'il s'agit d'une rotation autour
de B, remarquons d'abord que I ne peut 6tre
parallble i I puisque It n'est pas dans Q. Nous
distinguerons deux cas selon que z4 et B sont,
ou non, concourants.

Si I et B ne sont pas concourants, il en r6sul-
te I'existence d'un axe h6licoidal, et la proposi-
tion est d6montr6e. Si z{ et B sont concourants,
soit O leur point d'intersection (Fig. 11). De
I'existence des deux axes d6coule celle d'un
axe C(7) passant par O, et nous savons que A,
B, C ne sont pas coplanaires. Comme le point O
et ses 6quivalents remplissent l'espaee, on peut
trouver un point 6quivalent Or qui soit distinct
de O. On passe de O A, Ot soit par un d6place-
ment h6licoidal et la proposition est d6montr6e,
soit par une translation, soit par une rotation
autour d'L n axe D(8), S'il s'agit d'une translation
elle ne peut Otre perpendiculaire d la fois i

A, B, et C, gui ne sont pas coplanaires. Combi-
nant cette translation avec celui des axes qui ne
lui est pas perpendiculaire on obtient I'axe h6li-
coidal cherch6. S'il s'agit d'une rotation autour

461

Frc. 9. Disposition d'une droite D par rapport i
trois droites concourantes non coplanaires A,
B, C, l*s droites suivantes sont non parallbles
et non concourantes: D el Co D' et A, D" et B.

Ftc. 10. L'axe de rotation B (F) transforme M en
Mt et P en Pt.

FIG. 11. L'axe de rotation D (t) transforme i14
en M, et P en Pt.
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de D, remarquons que D ne peut pas passer
par O sinon O et Ot seraient confondus. Ainsi
A, B, C sont trois droites soncourant en O, non
coplanaites, et D est une droite qui ne passe pas
par O. Appliquant le lemme 3, on en d6duit que
l'un des axes 24, B, C n'est ni concourant ni pa-
rallble b D. De I'existence de cet axe et de D
d6coule celle de l'axe h6licoidal cherch6.

Les cas envisag6s 6puisant toutes les possibi-
lit6s, on voil que si E/ possdde un axe de rotation
il possdde n6cessairement aussi un axe h6licoidal.
Nous pouvons donc nous trouyer devant deux
6ventualit6s, et deux 6ventualitds seulement: ou
E' possdde un axe h6licoida1, ou .E' ne possbde
ni axe h6licoidal ni axe de rotation et ses seules
op6rations de sym6trie sont des translations.

E' possDde un @ce hdlicoidal A(a,t)

Soit P un point de cet axe. Nous savons qu'il
existe i distance finie de P un point 6quivalent .F
par lequel passe un autre axe h6lisoidal At(a,t),
de m6mes rotation et translation. Nous distin-
guerons divers cas selon que cr est 6gal ) rn, ou
diff6rent, et selon que A et z{.' sont parallBles ou
non parallBles, concourants ou non concourants.

a t' rro A et A' non parull2les. Transformons
At par un d6placement h6licoidal autour de l.
Soit A"(a,t) I'axe ainsi obtenu; a €tatt diff6rent
de r, A, A', A" ne sont pas coplanaires. Comme
ces axes sont rationnels, chacun d'eux entralne
I'existense d'une translation qui lui est parallble.
Ces trois translations sont les trois translations
sherch6es.

a f n, A et At sont parallAles. De l'existence
de chacun des axes A et A'd6coule celle d'une
premidre translation ? paralldle b leur direction
commune. De leur coexistence d6coule I'exis-
tence d'une seconde translation ?' perpendiculai-
re d leur direction sommune. Nous pouvons
enfin transformer T/ par un d6placement h6licoi-
dal autour de I ou l', et nous obtenons une
troisidme translation T', qui n'est pas dans le
plan de ?7 puisque afrr.T,T',7" sont les trois
translations cherch6es.

q = 7T, A et A' ne sont ni paralldles ni con-
courants. Il existe alors un axe hilicoidal A"
perpendiculaire i A et A'. A chacun de ces axes
Ces trois translations non coplanaires sont les
correspond une translation qui leur est paralldle.
trois translations cherch6es.

a, = ,ft, A et A' sont concourantJ. Soit O leur
point de concours et Q' le plan AOA|. Comme
les points dquivalents i O remplissent I'espace,
on peut fouver un point 6quivalent O' qui ne
soit pas dans le planQ'.Il passe un a:re h6licoidal
A't (r,t) par d. Si ,4" est parallble dQt, il ne
peut 6tre parallble i la fois d A et At; l'un de ces
axes, au moins, forme avec A" vn couple d'axes

non paralldles et non concourants, et nous $om-
mes ramen6s au cas pr6c6dent. Si zt[" n'est pas
parallble i O/, les trois axes A, A',24" ne sont
pas coplanaires. Il en r6sulte par un raisonne-
ment connu l'existence de trois translations non
coplanaires.

ot : rft A et A' sont parallaks. Soit Q'le plan
contenant A et At. De l'existence de chacun des
axes I et A' d9coule selle d'une premidre trans-
lation T paralldle i leur direction commune. De
leur coexistence d6coule l'existence d'une secon-
de translation Z, perpendiculaire b leur direction
commune et parallble b O/. Comme le point P
et ses 6quivalents remplissent l'espacen on peut
trouver un point 6quivalent P" qui ne soit pas
dans O'. Il passe un axe h6licoidal A"(rr,t) par
y', Si A' n'est pas parallble il A et A', comme il
ne peut 6tre concourant b la fois avec A et At,
I'un de ces axes, au moins, forme avec A" un
couple d'axes non parallBles et non concourants,
et nous sornmes ramen6s i un cas pr6c6dent. Si
A" est paralldle d A et r4', d6signons pmr Q" le
plan contenant A et A", De l'existence de A et
A" dicoale celle d'une translation T" paralllle i
Q" et perpendiculaire i la direction commune
de A eI A", Les trois translations T,T', T" ne
sont pas coplanaires et sont les trois translations
cherch6es.

Ainsi, dans tous les cas possibles, s'il existe
un axe h6licoidal, il existe aussi trois transla-
tions non coplanaires.

E ne possDde que des tnnslations

L'existence de trois translations non coplanai-
res est alors 6vidente. En effet consid6rons un
motif. Mo et, i distance finie, un point associ6
Po. Comme Po et ses 6quivalents remplissent
I'espace, on peuf trouver, i distance finig un
point dquivalent P. On passe de Po b, P par une
op6ration de sym6trie qui ne peut 6tre qu'une
translation ?. Les point 6quivalents remplissant
I'espace, on peut trouver i distance finie de Po
un autre point 6quivalent P/ qui ne soit ptts sur
la droite PoP. On passe de Po d Pt par une
translation 7. Finalement on peut trouver un
point 6quivalent P" qui ne soit pas dans le plan
PoPP', et qui se d6duit de Po par une troisibme
translation T't, T, Tt,7", qti ne sont pas copla-
naires, sont les trois translations cherch6es.

Les cas que nous venons de discuter 6pui-
sant toutes les possibilit6s, ceci achbve la d6-
monstration de la proposition selon laquelle E'
possdde n6cessairement trois translations non
coplanaires. Comme toutes les op6rations de
sym6trie de .E' sont aussi des op6rations de sy-
m6trie de E, I'existence d'une structure r6ticu-
laire se trouve aussi 6tablie pour l'ensemble E
des motifs.
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CorqclusroN

Nous ferons, pour terminer, quelques remax-
ques sur le th6ortsme que nous venons de d6-
montrer.

La d6monstration peut 6tre facilement adap
t6e au cas d'un 'cristal' plan i deux dimensions.
La condition (c) doit alors 6tre modifi6e ainsi:
tous les motifs sont i distance finie d'un plan
donn6; on peut trouver un motif i distance finie
de tout point de ce plan. On d6montre qu'il
existe n6cessairement parmi les op6rations de
sym6trie deux translations non colin6aires, 6vi-
demment parallbles au plan. Mais il n'est pas
possible de d6montrer la proposition correspon-
dant auocristal'lin6aire pour lequel (c) devient:
tous les motifs sont i distance finie d'une droite
donn6e; on peut trouver un motif i distance
finie de tout point de la droite. Il n'est pas wai,
en effet, qu'il existe toujours une translation
parmi les op6rations de sym6trie d'un tel 'cris-

tal'. C'est ce qui se produit pour I'exemple d6j)
cit6 d'un ensemble de motifs d6duits d'un motif
donn6 par des d6placements ind6finiment r6p6-
t6s autour d'un axe h6licoidal irrationnel.

Le th6ordme 6tabli montre que l'on peut d6-
composer l'ensemble des motifs en mailles
toutes identiques qui se d6duisent les unes des
autres par des translations. Mais ces mailles ne
sont pas, en g6n6ral, primitives. Pour poser
compldtement les fondements de la cristallogra-
phie g6om6trique, il faut encore d6montrer que
toutes ls translations peuvent 6tre d6duites de
trois translations primitives.

Ce 'th6ordme de pdmitivit6' remonte i Bra-
vais (185O) et, bien que repris dans I'ouwage
r6pandu de Hilton (1903), il est assez peu connu
pour qu'il ait pt 6tre red6couvert r6cemment
(Guymont & Wu 1973). Une d6monstration
nouvelle (Sabatier 1977) met en lumidre le r6le
essentiel jou6 par les dimensions de fespace.
Tout 1'6difice de la cristallographie g6om6tri
que et, en premier lieu, la construction des 230
groupes de d6placements, d6coule de ces deux
th6ordmes fondamentaux qui sont la cons6quen-

ce logique de la d6finition du cristal pos6e par
les conditions (a) n (d).
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