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L IVIO ZEFlItO· 

TECNICHE SPERIMENTALI PER LA DETERMINAZIONE 
DEL RUOLO DELLA DIFFUSIONE E DELLA CONVEZIONE 

NELLA CRESCITA DEI CRISTALLI DA SOLUZIONE 

RIASSUNTO. - L'andamento della conccntrnione nella f>Oluzione attorno ad un cristallo 
in fue di crescita ~ stato studiato da vari Autori con tecniche interferomeniche. 

Una Kmplice: descrizione basata sull'assunzione di un meccanismo puramente diffusivo 
risulta insufficiente a causa della convaione, presente anche in volumi di sollUione ridotti , 
il cui ruolo ~ stato evidenziato grazie all'interfcrometria 010gra6ca. 

ABSTRACT. - The concentration of tne solution around a growing crystal has ~n studied 
by many Authors using interferometric tecnniques. 

A simple description based on the assumption of a purely diffusive mechanism appcars 
inadeguate since: the convenction, effettive even in reducc:d volumes, .lw.ys .ffects the growth. 

!bis has bttn expcrimenlally shown by holographic inLerferometric tt'Chniques seI up in 
aur laboratory. 

I primi studi significativi sul ruolo assunto dalla soluzione circostante un cri­
stallo in fase di crescita sono probabilmellle da attribuire a LEHMANN (lSn), il 
quale mise a punto diverse tecniche per ottenere una rappresentazione qualitativa 
del campo di concentrazione attorno ad un cristallo: impiegò ad esempio sostanze 
in grado di produrre soluzioni fortemente colorate ed osservò le variazioni d'in­
tensità cromatica in prossimità del cristallo. 

NUNST nel 1904 fcce l'ipotesi che la concentrazione della soluzione in contatto 
con il cristallo fosse la concentrazione di saturazione c., ma misure dell'indice di 
rifraz.ione basate sull'angolo di riflessione interna totale eseguite quasi contempo­
raneamente da MIERS su NaCl03. NaNO:!. KAl(S04r.°12H20 condussero ad un 

valore Co ddla concentrazione tale che 

dove C "'" è la concentrazione della soluzione sovrassatura lontano dal cristallo. 
Successivamente BERmouD (1912), VALETON (1924) e FRIEDEL (1926) distin­

sero nd meccanismo di crescita 2 fasi: 
a) apporto di materia per diffusione; 
h) incorporazione nel cristallo; 
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r~golatc dalle seguenti equazIOni: 

L. ZEFIRO 

.. , 
--=- (c.- c.> " , 
,. 
--: I( (c.- c,> 

" 

(l) 

(2) 

dove: 

dm 
dt quantità d i saluto al secondo che giunge per diffusione c viene eliminata 

per cristallizzazione; 
D coefficiente di diffusionc; 
cl larghezza dello strato di soluzione interessato al processo di diffusione; 
K coefficiente di velocità di crescita di una faccia. 

Elimi nando Co che compare in entrambe le equazioni, SI ottiene: 

, 

, 
--,- (C .. - C, ) 

., . ii 

- - ,- = codncientc di velocità dfcniva di crescita s<:condo Fricdd. 
Il ' ii 

~- lIfottl H.P.3 photogr&l'hiopl.te (mAgn. ' x W) 

_ _ ____ _____ .1.341.\1 1;l(h, tilt,·. 

i I ---- wllimalin" 1(..,~ 

----- <!in:"I ... .. p ... rlun·(di"m. I II1"',) 
_ _____ U.E.C. ilO W .0,,; ..... Hs: " .. pour ..... ,with gl ... 

1'I"O,,-c,injC bulb n '''''''''''( 

Fig. I. - Rapprcscntninnc scMmalia dell'appMalO impiegato 
da Humphrc)'s-Owcn (!>rcc. Ro)', Soc., 1919, pago 220). 

(3) 

BERe (1938), BU NN (l949) e H U MPHREYS-OwF.N (1949) effettuarono misure della 
concentrazione mediante una tecnica inter(erometrica consistente nel porre un cri· 
sta llo di NaCIOa, precedentemente formato, in una soluzione sovrassatura tra 2 
lamine di vetro, argentate allo scopo di renderle parzialmente ciRettenti, e formanti 
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Fig. 2. - Frangt d·inl.:rftrtnza o{!tnu(e con il 
di'positi,·o di Fig. I. 

un leggero cu neo (fig. 1). Illuminando 
con una radiazione monocromatica, si 
origina un sistema di frange d'interfe­
renza, rettilinee se la planarità delle la­
mine è accurata e se è uniforme l'indice 
di rifrazione della soluzione all'interno 
del cuneo. 

Variazioni locali dell'indice di rifra­
zione, dovute alla diminuita concentra­
zione in prossimità del cristallo in fase 
di crescita, provocano una curvatura del­
le frange (fig. 2): è cosÌ possibil~ valutare 
la distribuzione dell' indice di rifrnione, 
da cui si ricava quella della concentra­
zione (fig. 3) in base alla relazione linea­
re che le lega. 

Dai dati ottenuti si concluse che la 
concentrazione non era uniforme lu ngo 
le facce del cristallo ma aveva u,n mi­
nimo al centro delle facce, dove d'altro 
canto era massima la componente, nor­
ma le alla faccia, del gradiente di concen­
trazione, proporzionale al Russo di cri­
stallizzazione nell'ipotesi che il mecca­
nismo di apporto di saluto fosse pu ra­
mente diffusivo. 

Sia H lIMPHR.EYS-OWE N che più tardi 
KRUECER e MILLER (1953) allo scopo di 
ouenere un'immediata interpretazione 
qualitativa delle fra nge, disposero le la­
mine semiargentate parallelamente ed 
oHennero lo stesso tipo di distribuzione 
di concentrazione. 

Fig. 3. - Dii\ribuzionc della concenlrazione at · 
torno ad un cristallo in f3~ di crescita ottCnuta 
dall'esame d, un pattern inlcrfcromeuico dd tipo 
di Fig. 2. Questo metodo ha ~rò lo svantag­

gio che il cristallo crescendo non sempre 
riesce a colmare lo spazio tra le due lamine, cosicchè la diffusione che si instaura 
relativamente alla faccia superiore può inficiare i risultati. 

Dal momento che la faccia cresce piana, BERO dedusse che ci doveva essere un 
trasporto di materia lungo la faccia in uno strato, troppo sottile perchè potesse 
essere osservato con la tecnica interferometrica impiegata, costituente una t ransizio­
ne tra stato solidD e stato liquido e simile a quello introdotto da VOLMER (1932) 
nella crescita da fuso. 
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Nel corso della lo Discussion of the Faraday Society on Crystal Growth ~ del 
1949, FRAN K si pronunciò contro questa ipotesi in base a considerazioni concernenti 

il libero cammino medio delle moleco-

Fig. 4. - Cresciu regolare. 

le di saluto ed espresse l'opinione che, in 
relazione alla geometria del sistema, non 
fosse lecito prescindere dalla convezione, 
la cui presenza avrebbe invalidato l'as­
sunto che il Ausso di saluto fosse sem-
pl icemente proporzionale alla compo­
nente normale del gradiente di concen­
trazione. 

1..0 s;:udio della crescita da soluzio­
ne è stato poi portato avanti da un grup­
po di ricercatori dell'Università di Stra­
sburgo: GOLOSZTAUB e KERN (1953), FoI, 
LENIUS (1959), Q U IVY (1965), hTI (1966), 
GOLDS7.TA U B, l'ITI e M USSAIlD (1969) i 

Fig. 5. _ Cr=;13 dendr;tic:!. quali impiegarono tecniche interferome-
triche in luce bianca polarizzata basate 

sull'uso del microscopio interferenziale Baker o dell'interferometro a bi rifrazione 
di Françon. 

In questi dispositivi si fanno interferire i due fasci, otten uti da una lami na 
bi rifrangente, che hanno attraversato il ca mpione: è possibile così misu rare il ritardo 
ottico tra la zona perturbata della soluzione e una seconda zona abbastanza lontana 
dal cristallo da poterla considerare non perturbata. 

Dal momento che il contenitore è a facce parallele, le frange d'interferenza 
ottenute attorno al cristallo sono curve di equiconcentrazione della sol uzione. In base 
alla loro forma, si è pervenuti alla distinzione tra due tipi di crescita: 
a) crescita regolare in cui le frange, approssimativamente parallele alle facce, le 

intersecano in prossi mità degli spigoli (fig. 4); 
h) crescita dendritica (o scheletrica a seconda della nomenclatura adottata) in CUI 

le frange seguono il contorno del cristallo senza mai intersecarlo (fig. 5). 

I risultati ottenuti sano stati interpretati in primo luogo tenendo 
sola diffusione e considerando il problema come bidimensionale. 

Si è quindi utiliz7n1ta l'equazione di Fick : 

conto del la 

(4) 

per integrare la quale SI e posta la condizione lOiziale che al tempo t = O la 
concentrazione fosse costante 
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nonchè le condizioni al limite 

cC .... Il=C. 

e lungo la faccia, a seconda che si consideri la crescita dendritica o quella regolare, 
rispettivamente: 

" • -- =co.l.nU ,. 
L'integrazione portata a termine da BoSCHER ha fornito un accordo di tipo 

qua litmivo (ra la funzione c (x, y, t) e l'andamento delle frange ottenute sperimen­
talmente. 

Il passo successivo è consistito nel confrontare la velocità di crescita V", misu­
rata al centro della faccia con quella V~ Gl.lcolata dalla relazione 

V,= ~5 :~ : -;-(:: )0 (5) 

dove p è la dentisà e S la superficie. 
La soluzione dell'equazione di Fick unidimensionale 

o'c , oc 

(l'' D 01 

con le opportu ne condizioni al contorno, è la seguente: 

dove: • 
, f2VOI , 

. rt c-' _" __ • _u du 

2Vot '"'" , 
Il gradiente di concentrazione c:,kobto in x = O vale: 

(~) , .!'::S-
o. ~ • 

e: così possibi le calcolare V~ e conSI,II,Irt' che In numerosI casi 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Il fattore 2 può essere spiegato con il fano che la velocità di crescita misurata 
è una velocità media, mentre quella calcolata è una velocità istantanea; se si consI­
dera il valore medio di V~ nell'intervallo temporale compreso tra T I e T~: 

'. ,-' .-"- [('o) , -('") ',l '.-T, f ". " . 
o,~ 0," 

(lO) 

Dal momento che sperimentalmente si rileva che, salvo il periodo iniziale, 

(~) si mantiene pressochè costante, si è posto: 
' o • 
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per cui: 
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(::) . (::) 
",l, 0.'. 

_ o (,,) V : 2- -
, Q l,. 

• 

(l!) 

(12) 

h fondame ntale rilevare che l'accordo di massima tra Ve e Vm deriva umca­
mente dall 'avere imposto la condizione (11), non gi ustificabi le dalla sola diffusione, 
per cui occorre introdurre anche la convezione. 

Facendo l'ipotesi semplificata che la velocità di convezione sia costante al va­
riare di x e di t, l'equazione che regola il trasporto di materia diviene: 

~c Ile 0, 

" 
0--_ ,-- (13) il.' Il . 

dove V è la velocità di convezIone e per il gradiente di concentrazione sulla faccia 
del cristallo si ottiene : 

(,,) ['--O. a;- z v;;Dt - , l-~' -c •• "" 
" 

(14) 

• 
Imponendo valori crescenti alla velocità di convezione, si otlengono le curve 

mostrate in fig. 6; si constata che l'introduzione della convezione porta ad una 
diminuzione dello scarto rispetto alla curva sperimentale. 

Studio della crescita da soluzione mediante l'interferometria olografica 

L-_________________ , 

fig. 6. - V:l.riazion" ddla vdocità di eresçita In 
funzione dd tempo: l = andamento teorico re· 
btivo alla sola diffusione; 2-6 = introducendo ve ­
locità di convezion" cresçcnti: 7 = curn sp<::ri· 
mentale. 

L'interferometria olografica, già im­
piegata nel nostro laboratorio allo scopo 
di ottenere una topograna a livello micro­
scopico delle supernci studiate, è stata ap­
plicata allo studio della cresci ta da s0-

luzione. 
Un vantaggio dell'interferometria 

ologranca consiste nel fatto che essa ef­
fettua una correlazione tra due fronti 
d'onda c non tra il fronte d 'onda in esa­
me e un fronte d 'onda piano come nel­
)'interferometria classica. 

Inoltre la coerenza della sorgente la­
ser impiegata permette di studiare volu­
mi maggiori di soluzione, cosicchè si 
possono seguire agevolmente i fenomeni 
convettivi. 

U na visione d'assieme dell'apparato 
sperimcmale usare è mostrato in ng. 7 
ed il suo schema in hg. 8. 
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Fig. 7. - Visione d'assieme ddl"appara to sperimentale impiegato p"r lo 
.Iudio ddb crescita da .olu7.ionc mnliame imerferometria olografica . 

., .. - ------------------
: " Mlffa. 
: h t.,.t 
t v .. . , 
i , , , 
! - -1+--,/",' 
: o. L __________ ___________ _ 

. , 
" 

Fig. 8. - Schema dd l'appMalO nw»tralo in Fig. 7: BS 0= beam 5pliller, P 0= polinalari, 
O 0= obic:ttivi, L 0= lemi. M 0= 5~hi, H = b51f<1 olografi.:a; .... = beam .tttring e vischelta. 
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I due raggi laser collimati, ottenuti dal beam splitter BS, vengono allargati 
attraverso gli obbieltivi O e le lenti L ; uno dei due fasci attraversa il campione in 
esame, l'altro costituisce il fa scio di rife rimento : entrambi vengono inviati mediante 
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gli specchi M sulla lastra ologran.ca dove imerferiscono dando luogo ad un reticolo 
a trasmissione d'ampiezza sinusoidale, avente un passo dell 'ordine del micron. che 
può esscre registrato fedelmente dall 'emulsione ologran.ca grazie al suo elevato 
potere risolutivo (2500 linee/mm). 

Dopo lo sviluppo la lastra viene rimessa esattamente nella posizione primitiva: 
illuminandola con il fascio di riferimento, il microreticolo su di essa registrato dà 
origine per diffrazione ad un frome d'onda uguale a quello che aveva attraversato 
il campione. 

Se nd campione avviene una qualsiasi variazione, il frome d'onda che lo attra­
versa risulta modificato: interferendo con quello ricostruitio dall'olagramma, forma 
frange d'interferenza che indica no dove sta avvenendo una variazione del cam­
mino ottico. 

Fig. 9. - "'r~nge d~ dillusione di una soluzione di "Cl. 

Questa tecnica, in grado di segui re il fe nomeno nel suo evolversi, prende il 
nome di interferometria in tempo reale. 

L 'immagine del campione viene ripresa da una telecamera, inviata ad un video­
registratore e visualizzata su di un monitor. 

La prima applicazione è stata una valutazione del coefficiente di diffusione nel 
caso di uno stralQ di soluzione a concentrazione Co di altezza a che diffonde 
verso una sovrastante colonna di solvente di altezza b-a. 

Per ottenere la distribuzione di concentrazione c (x, l) allivello x e al tempo t, 
occorre risolvere l'equazione di Fick con la condizione iniziale: 

, .. v < • •• 

• < .. 11 

Si perviene ad una serie di Fourier della forma : 

u n( T ) cos(~) (15) 
" 
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Fig. \1). - Cresci" di un Cri$lalio di NaClo.: va.IChetta in a.",uo orizzontak. 

Fig. \1. - Cresciu di un cri.ullo di NaClo., uschelu in assetto verti<;:;ak 

Le variazioni di indice di rifrazione corrispondenti a variazioni nella concentrazione 
sono evidenziate olograficamente mediante un sistema di frange orizzontali (fig. 9). 
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In base alla corrispondenza 

L. ZEFIRO 

c (x, tI 
tra-e 

C. 

n (x, Il - n (H.Q) 
------dove 

'" 
no è l'indice 

di rifrazione della soluzione a concentrazione Co. è stato possibile ottenere un 
valore ragionevole di D = 2 X 10- 5 cm~/sec. nel caso della diffusione di una s0-

luzione: al lO 70 di KCI. 

f: stata poi slUdiata la crescita del NaCIOl in una vaschctta del diametro di 
20 rom e larga l mm, posta nella regione A dello schema di fig. 8, in posizione 
orizzontale o verticale per meglio evidenziare i mOli convettivi, ottenendo i risul· 
tati mostrati rispettivamente in fig. lO e fig. 11. 

Esaminando la fig. lO si osserva che la concentrazione è costante parallelamente 
a ciascuna delle facce escluso che in prossimità dello spigolo che le separa: sempli. 
cemente contando il numero delle frange e facendo riferimento alla concentra· 
zione C"" della soluzione sovrassatura lontano d.11 cristallo si deduce che Co. con­
centrazione della soluzione in contatto con il cristallo, assu me un valore differente 
a second" della faccia considerata ed un valore massimo in corrispondenza del­
lo spigolo. 

In fig. Il si nota che, a causa del regime convettivo instauratosi, si forma in 
corrispondenza della faccia orizzont"lc superiore del crist:.llo un c camino .. ascen­
sionale che permette l'evacua zione della soluzione meno sovrasS3tura dalla regione 
prossima al cristallo: " I suo posto subentra dell'altra soluzione più sovrassatura, 
incrementa ndo cosl la velocità di crescita. 

Prove eseguite su volumi di soluzione dell'ordine di 30 cm~., opportunamente 
termostatati, hanno egualmente evidenziato il ruolo prcpondcrante assunto dalla 
convezione. 

Per ottenere un' interpretazione quamitativa dei dati sperimentali si pellS" di 
operare in due diverse direzioni: 

1) studiare la crescita in capillari come sta f"cendo " Marsiglia B. Simon del Centre 
de Recherche des Mécanismes de la Croissance Cristalli ne. Se il cristallo occupa 
l'intera sezione del capillare disposto verticalmente, sembra corretto affermare 

che la cTescit" della facci" orizzont"le inferiore è regolata d" un meccanismo 
puramente diffusivo. AI vantaggio nell'interpretazione analitica si contr"ppone 
a causa della geometria del problema un" corrispondenza non diret ta tra frange 
e concentrazione; 

2) sostitui re alla telecamera una matrice lineare o quadrata di fotodiodi, digitaliz­

zare i dati otlenuti e computerizz.1rli. 

1:: auspicabile che in questo modo sa rà possibile descrivere la fun7.ione 
c (x, y,t), tenendo conto sia del meccanismo diffusivo che di quello convettivo. 
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