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MORFOLOGIA CRISTALLINA:
I - FORME DI EQUILIBRIO E DI CRESCITA DI UN CRISTALLO **

Riassunto. — Viene trattato lo studio della forma di equilibrio di un cristallo, insieme
ai metodi che possono essere impiegati per la sua derivazione tanto teorica quanto sperimentale.
Vengono illustrati a questo scopo i metodi teorici di Gibbs-Curie-Wulff (fenomenologico), di
Stranski-Kaischew (statistico) e di Hartman (strurturale).

Come esemplificazione dei metodi sperimentali viene presentato il metodo di Lemmlein-
Klija e Bienfait-Kern per l'ottenimento della forma d'equilibrio relativa a cristalli di piccole
dimensioni. Viene sottolineata inoltre l'influenza che I'ambiente di formazione del cristallo esercita
sulla forma d'equilibrio (azione delle impurezze sull’energia libera specifica di superficie delle
facce cristalline).

La morfologia di crescita di un cristallo viene discussa sulla base del carattere F, S o K
delle facce, definito secondo Stranski-Kaischew e Hartman-Perdok.

E posta in evidenza in particolare la dipendenza della forma di crescita di un cristallo
dalla sua forma di equilibrio.

Si dimostra infine, secondo Stranski-Kaischew, come il meccanismo di crescita di una faccia
possa modificarsi a causa dell’assorbimento temporaneo di sostanze estranee, seguendo le tran-
sizioni: F= 8§, F=K, S=K.

ABsTrACT. — The article deals with the equilibrium form of a crystal and with the
methods for the theoretical derivation and the practical obtention of this form.

To this purpose, the theoretical methods by Gibbs-Curie-Wulff (phenomenologic), by
Stranski-Kaischew (statistic) and by Hartman (structural) are discussed and, as an example of
the experimental methods, the Lemmlein-Klija and Bienfait-Kern’s method for the obtention of
the equilibrium form of crystals with small dimensions.

It is also examined the influence that the growth medium shows on the equilibrium
form (effect of impurities on the specific free energy of the crystal faces).

The growth morphology of a crystal is discussed on the ground of the F, S or K character
of the faces, as defined by Stranski-Kaischew and Hartman-Perdok. Particular attention is given
to the dependence of the growth form on its equilibrium form.

Finally it is shown, following Stranski-Kaischew, that the growth mechanism of a face
may be modified owing to the temporary absorption of foreign substances, along the transitions
F=8, F=K, S=K.

Introduzione

Un cristallo che cresce in un mezzo fluido presenta un insieme di facce piane
la cui comparsa dipende dalle condizioni del sistema. La cristallografia studia gene-
ralmente i rapporti tra queste differenti facce, la struttura cristallina e le proprieta
fisiche dei cristalli. Essa ignora le relazioni causali che intercorrono tra la comparsa
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delle facce e le condizioni del sistema e quindi non pud interessarsi ai meccanismi
che presiedono la crescita dei cristalli.

In cristallografia si chiama forma cristallina I'insieme delle facce che si dedu-
cono le une dalle altre tramite I'intervento degli elementi di simmetria del gruppo
puntuale associato al cristallo; si definisce inoltre morfologia di un cristallo I'insieme
delle forme che lo caratterizzano, mentre per abito cristallino si intende lo sviluppo
relativo che tali forme assumono sotto determinate condizioni di crescita. L’abito
cristallino dipenderd quindi da fattori cinetici e dai meccanismi di crescita di ogni
singola faccia cristallina; esso sard inoltre legato ai parametri termodinamici che
determinano la forma di un cristallo all'equilibrio.

Per questo motivo la teoria della crescita cristallina tratta tanto la morfologia
di equilibrio di un cristallo, quanto la sua morfologia di crescita. E, anche se
quest’ultima & quella che si osserva comunemente, tanto in natura quanto in labora-
torio, la nozione di morfologia di equilibrio presenta un valore non solo teorico
ma anche pratico, grazie alle relazioni esistenti tra essa e la morfologia di crescita.

Compito della prima parte di questo lavoro ¢, di conseguenza, offrire una ras-
segna sui metodi teorici di approccio alle forme di equilibrio e di crescita e di
presentare i metodi sperimentali mediante i quali pud essere osservata la forma di
equilibrio per cristalli di piccole dimensioni.

1. Forma d’equilibrio di un cristallo: sistema cristallo-vapore

1.1 Approccio termodinamico fenomenologico di Gibbs-Wulff

La trattazione termodinamica sulla forma di equilibrio dei cristalli & la prima
in ordine di tempo ed & quella caratterizzata dalla pid semplice presentazione for-
male. Dai lavori di Gibbs (1878) ¢ Curie (1885) risulta che un cristallo in equilibrio
con il suo ambiente di formazione, qualunque esso sia, possederd una forma defi-
nita da una sola variabile fisica macroscopica: I'energia libera specifica di superficie,
Y4, associata alle 7 facce di cui essa & costituita. Infaui, all'equilibrio, che si verifica
a temperatura e pressione costanti, il cristallo non dovrd né crescere n¢ diminuire
in volume (V.= cost.) e l'energia libera di tutta la sua superficie sard minima.
Queste condizioni si esprimono:

N
' = £ vi4:i = minima; V., = cost, 1)

dove A rappresenta l'area della i-esima faccia e T' l'energia libera di superficie
per l'intero cristallo. Wulff (1901) interpretd le (1) geometricamente e ottenne per
primo una relazione da cui ¢ possibile conoscere quali facce di un cristallo possono
entrare a far parte della forma di equilibrio. Mentre per la dimostrazione del teo-
rema di Wulff si rimanda il lettore tanto al lavoro originale, quanto ad alcune
rassegne critiche (Laug, 1943; Herring, 1952) noi ci limiteremo, per i nostri scopi,
ad illustrare tale teorema nella sua formulazione applicativa: «...all'equilibrio il
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rapporto tra I'energia specifica libera di ogni singola faccia (y:) e la distanza tra
tale faccia e il centro della forma di equilibrio (/i) & costante ». Questa relazione,
illustrata nella fig. 1, si esprime:

Tl/ﬁl = '}’2/}&2 = ... = )‘(/J‘M = (2)

Nella (2) la costante A, che permette di definire la dimensione assoluta della
forma di equilibrio, ¢ legata tanto al volume atomico della fase cristallina, quanto
alla sovrassaturazione della fase ambiente, come verrd dimostrato nel paragrafo se-
guente (equazione 18).

Si pone ora il problema di come sia

possibile ricavare la forma di equilibrio

7 % partendo dalla (2), pur senza volerne co-

y, noscere la dimensione assoluta. Per sod-

\ disfare tale esigenza bisogna conoscere

/ \ i valori delle yi o mediante una determi-

& \ nazione sperimentale, o mediante il cal-

/ \ colo delle medesime attraverso i poten-

ziali di interazione associati agli atomi
(molecole, ioni) del cristallo e della fase
< Y ambiente. Si vedrd pitt avanti (par. 12)
/ come sia possibile la determinazione del-

X e ¥ le yi da alcune esperienze di cristalliz-
zazione; a titolo esemplificativo riportia-

\ 4 mo invece un calcolo elementare basato

\/ / sull’assunzione di un cristallo-modello di
S V.4 Kossel (1927), non polare ¢ a reticolo cu-

Y ¥ bico semplice.

’

L Definiamo con U, s, U3 rispettiva-

Fig. 1. — Rappresentazione schematica del Teo- mente le cncrgie di interazione tra Pri-

rema di Wulff. 1 poliedri sono indicati mediante : . b EsLs x
le loro facce Fi. 11 poliedro interno, a cui & as. Mi, secondi e terzi vicini nel cristallo

sociata I'energia di superficic minima, rappresenta  (yy > Qo > 3) e con 4, la distanza tra
la forma d’equilibrio. Il S T T —— .

primi vicini, come indicato in fig. 2.
L'energia specifica di superficie, nel caso cristallo-vapore e per una faccia (hkl),
¢ uguale al lavoro L necessario per separare gli atomi contenuti nell'area di maglia
A dal piano Akl. Tenendo conto che in questa separazione si vengono a creare

due superfici libere di area Aa, I'energia specifica yar sard:
Y = L/2Aw (3)
In riferimento alla fig. 2 sard quindi:

yooo = (U1 + 44 + 4 4s) /24° (3
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Analogamente si possono calcolare i valori di y relativi alle facce (110), (111),
(211), ecc... Di qui, applicando la (2), si ottengono i valori dei rapporti tra le A rife-
riti, per esempio, ad /oo1, assunta come unitd di confronto:

hiofhoor = yuo/yoer;  Auifhoor = yiu/yem; ecc. ©)]

E cosi possibile, note le (4), costruire il poliedro che definisce la forma d’equi-
librio del cristallo. Si conducono cio, a partire da un punto arbitrario O, i vettori
OP; di modulo A in direzione perpendicolare alle facce rispettive di cui si & cal-
colato il corrispondente valore y: (fig. 1). La forma di equilibrio sard il pid
piccolo poliedro convesso costruibile con le facce Fi normali in P; ai vettori OP:.
La figura 1 rappresenta schematicamente come non tutte le facce di un cristallo

-
- P
2 —= = 4) e [
= // 1
|~
L~
L~
= - ¢2 | L —
P — //
//
|+ LA
L] 3 o
T

Fig. 2. — Rappresentazione del cristallo di Kossel. Le grandezze Ui, Us s
indicano le energic di separazione tra primi, secondi e terzi vicini.

possano entrare a far parte della forma d’equilibrio; in essa solo le facce che defi-
niscono il poliedro piti interno sono appartenenti a tale forma, mentre quelle pit
esterne non lo saranno, a causa della loro energia specifica di superficie troppo
elevata. A questo proposito & necessario ricordare che il valore di y nella (3) dipende
dai rapporti tra le energie di interazione tra primi, secondi e terzi vicini (Y2/Us,
Us/U1); questo indica quanto sia importante I'influenza del raggio d’azione della
funzione potenziale, associata alle forze d’interazione presenti in un edificio cristal-
lino, sull’energia superficiale delle facce stesse. La forma d’equilibrio varierd quindi
a seconda che possa essere trascurata o meno I'influenza dei secondi e terzi vicini o
solo quella dei terzi vicini. Nello schema seguente sono raggruppate le forme cristal-
lografiche che entrano a far parte della forma d’equilibrio calcolate da Stranski e
Kaischew (1935a) per cristalli non polari appartenenti a reticoli cristallini di alta
simmetria: '
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Tipo di reticolo primi vicini primi e secondi vicini primi, sec. e terzi vicini
Ye=1s =0 s =0 Un2e =0
Cubico P 100 110, 111 211
» I 110 100 211, 111
» F 111, 100 110 311, 210, 531
Esag. compatto 0001, 1011, 1010 1120, 1012 —_—

E bene sottolineare a questo punto che se & necessario considerare la dipen-
denza di y dai valori dell’energia di interazione reticolare, il limitarsi a queste sole
interazioni non ¢ perd sufficiente. Infatti nei casi esemplificativi finora esaminati
le ¥ tengono conto delle sole forze di vo-
lume del cristallo; & come considerare un
cristallo in equilibrio con il suo vapore,
unico caso in cui il valore di y & indipen-
dente dalle interazioni tra gli atomi di su-
perficie e gli atomi che popolano I'am-
biente di crescita. In tutti gli altri casi, co-
me vedremo, y dipenderd anche dalle
interazioni tra le molecole di superficie
del cristallo e le molecole che costitui-
scono o il solvente, il soluto e le eventuali
impurezze (crescita da soluzione) o le
molecole che costituiscono il fuso in cui
il cristallo si forma.

Fig. 3. — Estensione del Teorema di Wulff a un 5 3 S
germe bidimensionale su una faccia cristallina. Prima di chiudere questo Paragmfo

vale la pena ricordare che il teorema di
Wulff ¢ valido anche per determinare la forma di equilibrio di uno strato cristal-
lino bidimensionale formatosi su una faccia piana (fig. 3). Le condizioni di Gibbs-
Curie si scrivono in questo caso:

P= X oh=minima; (1/2) £ LA’ = cost. (5)

i=1 i=1
dove P ¢ I'energia libera di spigolo dell'intero germe bidimensionale e pi & 'energia
libera specifica dello spigolo i-esimo, /i la sua lunghezza e Ai la distanza dello spi-
golo i-esimo dal centro del poligono convesso. In questo caso la (3) si scrive:

o1/h’ = ga/hd = @i/h{ = costante. (6)

La determinazione della forma di equilibrio di un germe bidimensionale &
quindi anche qui ricondotta alla determinazione delle gi; in questo caso perd ci si
deve accontentare di una valutazione delle oi fatte mediante il calcolo, seguendo
il metodo utilizzato per le vi; fino ad oggi infatti & stato impossibile eseguire delle
esperienze che permettano un’osservazione diretta della forma d'equilibrio di un
germe bidimensionale.
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1.2. Approccio termodinamico-statistico di Stranski-Kaischew

E intuitivo accettare che un cristallo & in equilibrio con il suo ambiente circo-
stante se lo sono le singole facce da cui esso ¢ limitato; a sua volta una faccia cristal-
lina sard in equilibrio se, nell’'unitd di tempo, il numero di atomi che arrivano dal-
'ambiente sulla sua superficie & uguale al numero di atomi che abbandonano la
superficie per ritornare nell'ambiente stesso. Se consideriamo il modello di Kossel-
Stranski della superficie di una faccia cristallina (fig. 4 4) esposta al vapore con cui
essa & in equilibrio, possiamo vedere che
il lavoro necessario per trasferire un
atomo dalla superficie al vapore dipen-
de dalla posizione di tale atomo sulla
superficie. Ad esempio la probabilitd di
evaporazione di un atomo in B & pil
bassa di quella relativa ad un atomo

Vi

] in A, essendo l'atomo in B piu le-
gato alla struttura cristallina dell’ato-
mo in A. Di tutte le posizioni de-

Fig. 4a. — Sin di superficie di un cnstallo di 5 ) pe ,

Eosesl. scritte in fig. 4a quella che acquista un

Fig. 4 6. — Schema delle
facce di un cristallo di
Kossel: sono presenti facce
piane, a gradinata e a cre-
scita  diffusa  (rispettiva-
mente F, S ¢ K nel senso
di Hartman). Le unitd di
crescita vengono accettate
in modo indifferenziato su
qualunque sito della faccia
K e vi possono aderire sta-
bilmente. Per poter aderire
su una faccia S o F esse
dovranno invece trovare
gid  disponibili rispettiva-
mente dei filari incompleti l

o delle isole di crescita.

significato particolarmente importante & la posizione K. E facilmente dimostrabile
che un atomo in tale posizione & legato al cristallo con un’energia pari a un mezzo
di quella con cui un atomo & legato in una posizione qualsiasi nell'interno del cri-
stallo stesso; considerando solo i primi vicini la sua energia di legame ¢&:
©iz = 3¢ ().

(') L'indice 1/2 prende origine dal nome che questo sito cristallino ha ricevuto da Kossel
(1927) e Stranski (1949): «Ha[bknsta!lage », OVVero «pos:zmne di mezzo cristallo ». Esso &
ottenibile infatti separando in due un cristallo secondo un piano qualunque e asportando quindi
a tale mezzo cristallo un semipiano di atomi e finalmente ancora un semifilare {ﬁg 2). Si pud
inoltre dimostrare che, se si trascurano ‘fll atomi di vertice e di spigolo (cid che & lecito solo
per un grande cristallo), 1'abbandono un sito K da parte di un atomo genera un sito
equivalente, e lo stesso succederia se un atomo viene ad occupare un tale sito. La crescita o
I'evaporazione di un cristallo pu?) avvenire quindi attraverso operazioni elementari di riempi-
mento o di svuotamento di un sito K che prende per questo anche il nome di « Viederholbarer-
schritte » ovvero «sito di passo ripetibile ».
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All'equilibrio cristallo-vapore solo gli atomi che occupano tale tipo di sito sono
in equilibrio con il vapore; gli atomi che sono legati al cristallo con energia minore
di ®y2 (tipi 4, B) non saranno stabilmente appartenenti al cristallo e quindi non
dovranno essere presi in considerazione nella forma di equilibrio.

Per un cristallo «infinito» (AquiLano e Russo, 1978) & possibile quindi elimi-
nare tutti gli atomi per cui ® < @y seguendo uno schema semplice: nel caso di
un cristallo di Kossel (fig. 4) ®12 avrd espressioni diverse a seconda del numero
dei vicini che si considerano:

1Pz = 3§y (soli primi vicini)
2@y = 3 Y1 + 6 Y2 (primi e secondi vicini) (7)
3@z = 31 + 6 Y2 + 4 Us (primi, secondi e terzi vicini)

Considerando ora un atomo che occupa un sito di vertice V, avremo rispet-
tivamente:

2Dy = 3¢1 ¢ 34’2 (?')
:;d)y =3¢1+3¢2+¢s

Dalle (7, 7) si deduce che, se si considerano solo i primi vicini, 1@y =1Qu2,
il che significa che I'atomo in V potrd appartenere alla forma d’equilibrio, la quale
sard quindi caratterizzata dalla sola {100}. Se si considerano anche i secondi vicini
sard 9@y < 2®y2, per cui I'atomo in V diventera instabile e sulla forma d’equilibrio
comincerd ad apparire anche la {111}.

Da queste considerazioni elementari si pud vedere come i risultati illustrati a
pag. 679 possano essere ottenuti anche mediante quest'ultima via, la quale offre,
rispetto alla precedente, il vantaggio di poter essere estesa alla definizione dell’equi-
librio per un cristallo di dimensioni « finite» (AquiLano e Russo, 1978).

Per un tale tipo di cristallo gli atomi presenti sugli spigoli ¢ sui vertici non
possono pilt essere trascurati nel processo di scambio di materia tra il cristallo e il
vapore e non ci sard pitt quindi una posizione di tipo K che possa essere conside-
rata come rappresentativa di tutti gli atomi di superficie nel processo di evapora-
zione o condensazione del cristallo. Stranski e Kaischew introdussero il concetto
di «lavoro medio di separazione» (per atomo) come energia di legame rappresen-
tativa per una determinata superficie cristallina di un cristallo finito. Riferendoci
alla figura 2 tale lavoro medio di separazione si calcola prendendo la media di tutte
le energie di separazione che bisogna fornire agli atomi dello strato esposto al
vapore per farli evaporare; se si considerano per semplicitd solo i primi vicini, esso
si esprime come:

<®> = (1/n%) [(n—12 30 + 2 (n—1) 2 41 + Wi] ®)

dove n & il numero di atomi presenti sullo spigolo del cubo di fig. 2. L'espres-
sione (8) & riducibile a:

<®> =3¢ —2W/n (8)
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in cui 3 ¢y & l'energia del sito K di mezzo cristallo, cio¢ @12, da cui:
<DP> = Oy — 2 l!h/ﬂ (9)

Dalla (9) si deduce facilmente che, per un cristallo infinito (7 — ©©), I'energia
media di separazione per atomo coincide con l'energia di mezzo cristallo, @y,
il che conferma la rappresentativita del sito K per un cristallo infinito, D’altra parte,
sempre dalla (9), per un cristallo finito, sara:

Dy — <O> =Ui/2 72 >0 @)

La (9) rappresenta la vera pietra miliare nella teoria atomistica della crescita
cristallina. Infatti da essa si deduce che un sito medio su un cristallo finito ¢ meno
legato di un sito medio su un cristallo infinito. Cid significa che, se p__ ¢ la pressione
di vapore in equilibrio con un cristallo infinito, un cristallo finito potra essere in
equilibrio solo ad una pressione di vapore pe; > p_ (a p_ infatti esso evapore-
rebbe essendo ® < D1re).

E stato dimostrato da Stranski e Kaischew (1935b) che la relazione che lega
le energie medie di legame alle pressioni di equilibrio &:

‘I‘v'z — <¢> = kT In (Psq/pm) (10)

La (10) non & nient'altro che la relazione di Thomson-Gibbs applicata ad un
cristallo di dimensioni finite. Tale relazione & fondamentale, in quanto ci permette
di affermare che:

a) se un vapore & saturo rispeito ad un cristallo infinito esso sara sottosaturo rispetto
ad un cristallo finito (quindi quest’ultimo tenderd ad evaporare);

b) definendo con Ap la differenza di potenziale chimico tra un atomo nel vapore
ed un atomo nel cristallo in un sito di equilibrio, e con f = pe/p__, la so-
vrassaturazione del vapore (f = 1), sard:

Ap = Qs — <D®> = kT In (pea/p), oOvvero a1)
Ap = kT Inf = ®ya — <®> = KT Inf

Mediante la seguente applicazione della (11) & possibile determinare la forma
d’equilibrio di un cristallo finito: tale determinazione assume comunemente il no-
me: «metodo di Stranski-Kaischew ». Assumiamo per semplicita il modello di un
cristallo di Kossel bidimensionale e consideriamo solo le interazioni tra primi e tra
secondi vicini; sard quindi: ®y2 = 2 §; + 2 2. In questo caso la forma quadrata
sard |'unica stabile, alla condizione che nessun atomo di vertice possa abbandonare
il cristallo. Affinche tale stabilita si realizzi bisogna che I'energia di separazione di
un atomo di vertice, @y, sia non inferiore al lavoro medio di separazione <®>
che, all'equilibrio, deve essere uguale per tutti gli spigoli del cristallo bidimensionale:
deve essere cioé:

Dy 2 <O> (12)
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Ora, essendo:

<O> = ®us — KT Inf = 241 + 2 Ua — AT InB, ¢
@y = 21 + s, per la (12) dovrd essere:

201 + b2 = 20 + 242 — KT Inf.  Cid significa che:
U2/RT < Inff ovvero Por = exp (Ya/kT). (13)

La (13) fornisce quindi il valore critico (fer) che deve assumere f affinché 'unica
forma presente all'equilibrio sia il quadrato. Cid non avverrd all’equilibrio per un
cristallo infinito (8 = 1) ma in presenza di un vapore sovrassaturo e il valore critico
della sovrassaturazione (for) dipenderd, secondo la (13), dall’energia di interazione
tra i secondi vicini.

Conseguentemente, per valori di f < fler 'atomo in V non & pil stabile; esso
evaporerd cosi come tutti gli altri atomi appartenenti ai filari di direzione equiva-
lenti <11.>. Si verrd quindi a stabilire, a seconda del valore di £, una nuova forma
di equilibrio; le lunghezze dei suoi lati saranno regolate dalla condizione che, sempre
all’equilibrio, I'energia media di separazione <®>, per uno spigolo di di-
rezione qualsiasi, deve esserc sempre la stessa. Cid significa, nel nostro caso,
<®>19. = <®>11.. Ora, indicando con 710. il numero di atomi presente sul
filare [10.], e con m11. quello relativo al filare [11.], si avra:

<DP>q. = (1/?!10_) {(ﬂlo,—l) (211)1 + 2 l.]Jz) o (l!)l +2 \!12.)} =

= 2 U+ 2 da) — (Ur/n10) (14a)
<®>u. = (I/nu) {(nn.—1) Qdi+2d) + Qi +4o)} =

= 241+ 2 b)) — (d2/n11) (14b)

Quindi la condizione <®>10. = <®>1;. implica che sia (U1/710) = (Y2/n11),
cioé che sia:

(mo./mn) = ($1/de). (14¢)

La (14c) dice che, essendo sempre 1 > s, il numero di atomi sullo spigolo
[10.] sard sempre superiore al numero di atomi presenti sullo spigolo [11.] e il
loro rapporto sard uguale al rapporto tra le energie di interazione tra primi e
secondi vicini.

Evidentemente la dimensione assoluta della forma di equilibrio, i valori ciog
di 710, € di 711, nella (14¢), non ¢ definibile mediante questa sola relazione, ma
mediante un’altra relazione che tenga conto del valore di sovrassaturazione a cui
si opera. Infatti, applicando la (11) nel caso del cristallo bidimensionale, per lo
spigolo [10.], si ottiene, con l'aiuto della (14a):

‘tT In ﬁ =Py — <DP>9. = 2 t].l; + 2 l])‘z — <P> 0 = ((.]h/nm_), da cui
mo. = (Y1/kT) (In B)". (15)

Mediante la (14c¢) e la (15) & quindi possibile, noti i valori di f a cui si opera,
e quello del rapporto (V1/d.), conoscere « completamente » la forma di equilibrio
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e le dimensioni assolute del cristallo ad essa associato. L'esempio finora utilizzato,

anche se idealizzato a livello di modello, non perde di generalitd se si considerano

cristalli realmente esistenti e interazioni atomiche anche a lunga distanza. Si pos-

sono quindi trarre da questo paragrafo alcune conclusioni fondamentali:

1°) per cristalli di piccole dimensioni il numero delle forme cristallografiche pre-
senti sulla forma d’equilibrio dipende dalla sovrassaturazione f; in riferimento

alla (13) tale numero diminuird con 'aumentare del valore di f;
2°) le dimensioni assolute della forma di equilibrio dipendono anch’esse dal valore

di fB; esse saranno tanto pill piccole quanto pit alta & la sovrassaturazione;
3°) i rapporti tra le aree delle differenti forme cristallografiche che possono appa-

rire sulla forma d’equilibrio dipendono, come dimostrato dalla (14 c), dai rapporti

tra le energie di interazione tra primi, secondi, ecc... vicini.

Si possono a questo punto sottolineare i legami esistenti tra la formula di
Gibbs-Wulff (2) e quella di Stranski-Kaischew (10). Se consideriamo un cubo di
Kossel di dimensioni finite (spigolo composto di # atomi di equidistanza ao), limi-
tandoci ai soli primi vicini, l'energia libera di superficie per la faccia (100) sara:
y100 = U1/(2 a*); il lavoro medio di separazione per una tale faccia & inoltre:

<®>10= (1) {(n—1) 3L +2(n—1) 2 + ¢} =3 — (2du/n)
mentre in questo caso si ha che @2 = 3 Yy, Di qui, applicando la (10), si ottiene:
Ap = kT In f = ®ua—<O®>100 = (2 Yu/n). (16)

La (16) pud essere espressa mediante le grandezze yioo e Aioo; infatti, ricor-
dando che il volume za che un atomo occupa nel cristallo ¢ va = @,® e che la di-
stanza della faccia (100) dal centro del cubo & Ai00 = na,/2, sard:

24/n = (U1/2a*) 2 + 2 a°/n = (4n/2 as®) (nao/2)™ « 2 a®
ovvero, sostituendo nella (16):
Ap. = 2 Y100 va/hioo, da cui: (Y100 h100) = An/2 va (17)

La (17) & valida per qualunque faccia (4kl); sostituita nella (2) essa permette
di scrivere la relazione di Gibbs-Wulff, per cristalli finiti, utilizzandc la formula
(10) di Stranski-Kaischew:

vi/hi = vafhs = .... = y/hi = A = Ap/2 va. (18)

Le relazioni (10) e (18) permettono di ottenere tutte le informazioni necessaric
e sufficienti per la previsione della forma d'equilibrio di un cristallo di dimensioni
finite, tanto partendo da grandezze macroscopiche (yi, Aw), quanto da grandezze
che hanno significato statistico (@12, <®>). Sard invece interessante, dal punto
di vista sperimentale, considerare il problema inverso: ottenere ciod sperimental-
mente la forma di equilibrio di un cristallo a struttura nota, per valori determinati
di Ap e di T. Di qui, mediante la (18) sard possibile ottenere le yi. Dalle y: otte-
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nute per via sperimentale, & possibile avere utili informazioni, difficilmente reperi-
bili altrimenti, sulle g1, Ga, Us, .... e conseguentemente sui valori delle costanti
che determinano abitualmente i potenziali di interazione empirici utilizzati nella
cristallografia. Basti citare a questo scopo i risultati ottenuti per cristallizzazione
da vapore da Stranski ¢ Honigmann (1950) sull'urotropina, da Sundqvist (1964)
su Au, Ag, Cu, Ni, Fe(a) e Fe(), da Drechsler e Miiller (1968) su W in micro-
scopia da emissione di campo ionico, e da’Kern e Bienfait (1964) su NaCl e NH4Cl
in soluzione acquosa.

1.3. Approccio strutturale alla forma di equilibrio: metodo di Hartman e Perdok
Uno strumento di analisi che, partendo dalla struttura cristallina, permettesse
di rispondere al quesito: « Quali facce possono far parte della forma d'equilibrio? »
venne elaborato nel 1955 da Hartman e Perdok. Nella seconda parte di questo
lavoro verrd presentata una rassegna critica sulla validitd ¢ sui limiti della teoria di
Hartman e Perdok (H.P.) applicata ormai da pit di vent'anni alle forme di crescita
dei cristalli. In questa prima parte richiameremo solo i punti fondamentali della
teoria ¢ metteremo in luce le sue potenzialitd nel prevedere tanto la forma di equi-
librio quanto quella di crescita. A questo scopo si riassumeranno brevemente i due
concetti chiave su cui & fondata la teoria H.P.: le catene periodiche di legami
(P.B.C.) e il carattere delle facce cristalline rispetto ai modi di crescita rispettivi.

1.3.1. Concetto di P.B.C.

Una struttura cristallina, secondo H.P,, & scomponibile in diverse catene for-
mate con i legami che nascono al momento della cristallizzazione. E importante sot-
tolineare che non sono quindi da prendersi in considerazione, per I'individuazione
di tali catene, i legami che sono gid esistenti nella fase madre. Se tali legami P.B.C.
sono forti (prima sfera di coordinazione) e se la catena ha momento elettrico di
dipolo nullo in direzione normale a quella lungo cui essa si sviluppa, mantenendo
la stechiometria del cristallo, allora una catena cosi strutturata ¢ una P.B.C.

1.3.2. Carattere di crescita di una faccia
Consideriamo una faccia (h4l) e il valore di dwu associato e compatibile con

le regole di estinzione sistematica imposte dal gruppo spaziale a cui appartiene il

cristallo. Secondo H.P. si possono presentare tre alternative relativamente allo strato

di spessore dau:

— in esso possono essere identificate due o pit PBC (eventualmente anche poste
in relazione dagli elementi di simmetria del cristallo) purché non parallele tra
loro. In questo caso lo strato sard percorso in almeno due direzioni contenute in
esso da catene ininterrotte di legami forti formatisi al momento della cristalliz-
zazione. Una qualunque unitd di crescita che arrivi su tale strato avra conse-
guentemente la possibilitd di legarsi stabilmente nello strato stesso con legami
in due direzioni contenute nel piano 4kl Se su una faccia (hkl) esiste ad un
certo istante uno strato di spessore daki incompleto, esso tenderd quindi ad espan-
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dersi lateralmente fino al suo completo riempimento prima che su di esso inco-
minci a generarsi un altro strato di spessore identico; una tale faccia tenderd
quindi a restare atomicamente piana: essa prende il nome di faccia F (flat)

(hg. 48);

— nello strato si pud identificare una sola PBC. In tale caso un’unitd di crescita,
arrivando su una faccia (A%7) si legherd al cristallo con legami forti lungo una
sola direzione (quella della PBC stessa); la faccia (hkl) crescerd quindi secondo
filari e in una sola direzione. Il suo profilo non sard pit piano ma a gradinate;
essa prende il nome di faccia S (stepped) (fig. 4 5);

— nello strato non ¢ identificabile nessuna PBC. Un’unitd di crescita, arrivando sulla
faccia, non tende quindi a formare legami privilegiati in nessuna direzione;
essa pud incorporarsi nel cristallo in un sito qualsiasi della superficie (A%). Anche
il profilo di tale faccia non tenderd a rimanere costante, ma, al contrario, essa
sara atomicamente rugoso: tale tipo di faccia prende il nome di faccia K
(kinked) (fig. 4 ).

Il criterio di H.P. nella classificazione delle facce di un cristallo trova una
corrispondenza puntuale nel metodo di Stranski-Kaischew per la determinazione
delle energie di spigolo guww a cui si & accennato nel paragrafo 1.1. In effetti, se in
uno strato duu di una faccia (h4l) esistono almeno due catene PBC non parallele
tra loro qualunque spigolo [#zw] di questo strato sard attraversato da almeno una
catena PBC. Cio significa che la corrispondente Quew sard positiva, in quanto per
dividere uno strato dwa lungo la direzione [uvw] & necessario compiere lavoro,
come conseguenza della (3) considerata per definire I'energia libera di spigolo.
Quindi per una faccia F dovrd valere la condizione: Foume > 0, per qualunque
valore di u, v, w.

Un ragionamento simile si applica per le facce S e K. Si ottengono cosi le con-
dizioni relative alle energie di spigolo:

S0uw < 0 per una sola direzione uvw che coincide con quella dell'unica PBC

presente in una faccia S dello strato du,

Kouww < 0 per due o pit direzioni qualsiasi nello strato dux.

Riassumendo le condizioni trovate per i differenti tipi di facce in relazione al
loro modo di crescita, possono essere fatte le associazioni seguenti, riportate nel se-
guente schema proposto da Kern (1968):

Facce Modo di crescita  Condizione instabilita  Numero PBC in dna
<0
B astrati  (2D)  n.° direzioni uvw = 0 >
S a gradini  (1D)  n.°direzioni uvw = 1
K incorp.dir. (0D)  n.° direzioni uvw = 2

e R S ]

133. Carattere delle facce e loro appartenenza alla forma d'equilibrio
Si & gid visto al paragrafo 1.1. che una forma cristallografica puo comparire
sulla forma d’equilibrio con probabilitd tanto pili alta-quanto piu basso ¢ il valore



MORFOLOGIA CRISTALLINA! 1 - FORME DI EQUILIBRIO ETC. 687

dell’energia specifica di superficie ad essa associata: su questa base ¢ evidente che
saranno le facce F quelle che potranno comparire con maggiore frequenza nelle
forme d’equilibrio, in quanto ad esse sono associati i valori pilt bassi di y. Si pone
invece il problema se le facce di tipo S e K possano o meno entrare a far parte
della forma d’equilibrio, dati 1 valori generalmente pit elevati di y ad esse associati.
A questo proposito Hartman (1958) propose un metodo rapido per discriminare
sull’'appartenenza di una faccia § o K alla forma di equilibrio. Supponiamo che
le facce (100) e (010) di un cristallo triclino siano facce F e che la (110), compresa
tra esse, sia una faccia § (Harrman, 1955), come risulta dalla fig. 5. In questo caso

¢

Fig. 5. — Profilo di una faccia di tipo S compresa tra due facce
di tipo F di un cristallo triclino (da Harrman, 1958).

'energia libera di superficie associata all’area di maglia A110 & esprimibile mediante
le energie libere relative alle maglie di (100) e (010) e mediante un opportuno
termine di correzione:

Ai10 Y110 = A1roo Yoo + Aoro Yoro + Ao Ay (19)
Ora, ricordando che dalla fig. 5 si ottiene:

Ao = Ao sen vz/sen (Vl + Vz)
Aoro = Ao sen vifsen (vi + v2)

la (19) si puo scrivere:
Y110 = Y100 sen vz/sen (vi + vz) + yoresenvi/sen (vi + v2) + Ayio (19

Tale relazione pud essere rappresentata geometricamente in maniera facilmente
intuibile; in fig. 6 ¢ individuato il caso limite in cui la faccia (110) non appartiene
alla forma d'equilibrio, ma & tangente ad essa nel senso di Wulff. Tale condizione
si esprime imponendo che la distanza OC, rappresentante la yi1o, rispetti la co-
struzione di fig. 6:

oc = Y100 sen Vu[sen (\h + '\J2) + 7Yoo sen vlfsen (Vl + '\Jz) (20)

Il confronto tra la (19) e la (20) stabilisce che OC = y110 se Ayno =0; la
faccia (110) apparterrd quindi alla forma d’equilibrio se il suo profilo intersechera
quelli delle (010) e (100) in fig. 6, cioé se si verifica I'alternativa:

10 < OC Ayne < 0. (21)
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La (21) pud essere verificata in questo caso dal calcolo delle energie di intera-
zicne tra le catene PBC parallele a [001] (Harrsan, 1958). Esempi di calcolo dei
valori di Ay relativi ai cristalli ionici e non ionici mostrano, secondo Hartman
(1958), che nei cristalli ionici le facce S non possono appartenere alla forma d’equi-
librio, mentre, per cristalli non ionici, e a condizione che la (21) sia verificata, tali
facce S vi potranno appartenere. Con lo stesso metodo viene dimostrato che tale
proprietd ¢ del tutto estranea alle facce K, eccettuato il caso di cristalli non ionici
in cui una faccia K risulti all'intersezione di due o pilt facce di tipo S le quali,
a loro volta, facciano gia parte della forma d’equilibrio.

Queste considerazioni risultano ne-
cessarie per la comprensione della morfo-
(1ol logia di crescita in quanto, nell’abito fi-
nale di un cristallo, una faccia pud esi-
stere soltanto se essa & apparsa in fase di
nucleazione, al momento cio¢ in cui si
realizza 'equilibrio labile necessario alla
formazione del germe cristallino critico.
E questo quindi il legame tra equilibrio
) o ) e crescita per cui esiste una dipendenza
Fig. 6. — Applicazione del Teorema di Wulff alla §i i1 3 "
faccia (110) della fig. 5. all'origine della forma di crescita da quel-
la d'equilibrio. Chiaramente poi la pro-
babilitd che una faccia sopravviva durante la crescita sard legata esclusivamente ai
parametri cinetici e al carattere F, § o X della faccia stessa e di quelle ad essa contigue.

2. Forma d’equilibrio e adsorbimento

2.1. Influenza dell'adsorbimento sull'energia libera specifica di spigolo e di superficie
I valori delle energie libere specifiche di superficie (i) e di spigolo (i), cal-

colati per un sistema cristallo-vapore vengono modificati, per una stessa struttura

cristallina, quando essa si trova a crescere in una fase che abbia una composizione

diversa rispetto al vapore puro o che presenti una struttura differente da quella

di un gas. Pud essere indicaio come esempio il caso di un cristallo di NaCl im-

merso:

— nel suo vapore che contiene impurezze,

— in soluzione acquosa pura (le molecole di HsO si comportano come un’impu-
rezza rispetto al cristallo di NaCl),

— nel suo fuso puro (le interazioni delle molecole nel fuso non sono pit trascu-
rabili come lo erano nel caso del vapore).

In tutti questi casi si dovranno ricalcolare i valori delle y; e delle gi per pre-
vedere le modificazioni che possono intervenire nel carattere delle facce e quindi
nel loro modo di crescita, oltre a quelle che ovviamente interverranno nella forma
d’equilibrio del cristallo stesso.
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2.1.1. Sistema cristallo-vapore in presenza di impurezze

Seguendo i metodi proposti da Stranski (1949, 1956) e da Honigmann (1958),
si sceglie un modello bidimensionale di Kossel come descritto in fig. 7@. Lungo i
filari di direzioni <10.> e <11.> si suppone vengano adsorbite delle impurezze
le cui energie di interazione col reticolo sono rispettivamente w; e Wz per i siti dispo-
nibili su <10.> e su <11.>. Limitando il modello d’interazione ai primi e se-
condi vicini, I'energia di mezzo cristallo diventa in questo caso @12 = 2 Y1 +2 o.
Se si vuole ora calcolare la condizione di stabilitd per un atomo di vertice, come
nel paragrafo 1.2, si dovrd eseguire il bilancio energetico della situazione rappre-
sentata in fig. 75. La rimozione dell’atomo in V dal reticolo comporta preventi-
vamente la rimozione delle impurezze adsorbite 41 e A»; il lavoro richiesto per
questa trasformazione ¢ quindi: 2 §1 + Uz + 2 wi. 1l distacco delle particelle 41,
A: e dell'atomo in V & compensato dall’arrivo dell'impurezza A3 che si adsorbe ce-
dendo un’energia — 2. Lenergia di separazione dell’atomo in V sard quindi:

Oy =201 + Us + 2w — )

affinche I'atomo in V possa appartenere al cristallo & necessario che @y = <®>1o..
All’equilibrio deve essere sempre valida la condizione:

<(D>Id’i-’g—kT!ﬂﬁZZQJl+2¢2-—-1(Tfﬂﬁ;
dovra quindi essere in caso di adsorbimento:
@v=2¢1+l1)2+(2b)1—w2) = 211}1+2¢2-—-ka?1£,

da cui:

o = exp {[Us — (2 o — w2)]/KT} (22)

Ricordando che all’equilibrio cristallo-vapore, per la stabilita dell’atomo in V,
valeva la condizicne (13), avremo le seguenti possibilitd:

< Per se 2 w1 > we (232)
f.'fs = Bcr se 2w = e (23]3)
g s B se 2w < w2 (23¢)

Dalle (23a, b, c) si deduce che, eccettuato il caso banale (23 b) per cui I'adsor-
bimento non altera la forma d’equilibrio, si avra I'alternativa:

— se 2 w1 > wz l'atomo in V sard ancora stabile ad una sovrassaturazione inferiore
a quella necessaria nel caso cristallo-vapore puro. Cid implica che, mentre nel
caso dell’adsorbimento, per § =f* la forma d’equilibrio sari costituita solo da
un quadrato <10.>, senza adsorbimento e per lo stesso valore della sovrassa-
turazione essa presentera anche i filari <11.>;

— se 2 w1 < W2 si avrd una situazione opposta alla precedente: la forma d’equilibrio,
in presenza di adsorbimento, presentera, per lo stesso valore di f, tanto gli spi-
goli <10.> quanto gli spigoli <11.>; invece quella ottenuta senza adsorbi-
mento presentera solo gli spigoli <10.>.
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20 +2¢ 9,+2¢, " Utilizzando il m‘cdesimo proce-
i / ! dimento che si ¢ seguito nel paragra-
()/' fo 1.2. si possono ora calcolare i va-

- lori medi dell’energia di separazione
7’ per atomo, relativamente ai filari
<10.> e <I1L> rispettivamente

iy mediante lo schema di fig 84 e 8 5,
“;,\_\ avendo preso in considerazione i pri-
a 3 mi e i secondi vicini. Si otterra cosi,
in presenza di adsorbimento:
/ = <O>1 = (Dua — Yi/m0) +
C000e - _coon ./ +2 (02 — )/ mo
Ve ] ) <®>M = (Dyz — Ya/nn) +
e (2 Gy —mz)/ﬂn (24)
: Confrontando ora le (24) con le
- (14) e imponendo la condizione di
s T | S smprenlo | e
equilibrio (<P®>0 = <®>17") si
) o ) o __ ottiene che la relazione (14°) risul-
Fig. 7 a. — Siti di adsorbimento di impurezze sugli spi- p .
goli <10.> ¢ <IL> di un crisallo di Kossel bi- td sostanzialmente modificata dalle
dimensionale, energie di adsorbimento; essa diven-

Fig. 7b. — Modello per il calcolo del bilancio ener- enfatti:
getico che & associato all'instabilits dell'atomo in V. 12 1DIato:

(nmfﬂu)"“ = [2 (w2 = b.h) g ll)l] / (2 W — W2 — l[-’.!) (25)

Il confronto tra la (14') e la (25) permette una valutazione quantitativa del cam-
biamento della forma d’equilibrio, per un cristallo bidimensionale, in presenza di
adsorbimento sui suoi spigoli. Come si vede infatti dalla fig. 9, si possono calco-
lare i campi di variazione della forma d’equilibrio in presenza di adsorbimento in
funzione tanto del rapporto (1/2) quanto del rapporto (wi/w2). La curva di fig. 9
rappresenta la condizione per cui la forma d’equilibrio in presenza di adsorbimento
¢ omotetica rispetto a quella che si ottiene senza adsorbimento, mentre per la coppia
di valori (U1/d2)r € (wi/w:)p lo spigolo <10.> sard prevalente. Si verificherd
invece la situazione opposta per il punto P’ caratterizzato dai valori (:/U2)e €
(w1/w2)pr, per cui dominerd lo spigolo <11.>.

Abbiamo cosi esaminato come I'adsorbimento possa modificare la forma d’equi-
librio per un cristallo bidimensionale; tale situazione si verifica regolarmente per
i nuclei di crescita bidimensionali, presenti sulle facce F di un cristallo, quando essi
sono vicini alla loro dimensione critica. Le medesime considerazioni possono
naturalmente essere estese ad un cristallo tridimensionale di dimensioni finite
(BLiznakov, 1958).

Quanto si ¢ detto sui cambiamenti che intervengono nelle <®>19 ¢ <®>11,
pud essere trasferito al calcolo delle energie libere di spigolo in presenza di adsor-
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bimento; dallo schema di fig. 10 e per uno spigolo di lunghezza infinita, si ottiene:
0> = i + 2¢e —2w) /24 = 0o — (01/ar)

(26)
g':cdll.l& (24“ c 24"3 - w)/z do 2 = Q> — (w"/a" \/_)

Le (26) mostrano come, anche per un modello cristallino semplice, le g"* si

differenziano dalie @ ottenute in ambiente puro. Una trattazione pitt generale del
problema (Kern, 1968) permette di ottenere la variazione nella Qe in funzione
delle energie di adsorbimento dei differenti tipi di siti disponibili su uno spigolo
[uvaw]. Scegliendo come tipi di siti quelli indicati con 4 e B in fig. 4 e con <w>4
e <w>p i valori medi delle loro rispettive energie di adsorbimento, I'energia
specifica dello spigolo [uve] diventa:

0% = e + 2 (<W>4 — <W>3) (27)

La (27) indica chi -
T 1 T T T T / te chc,a a(secolnndz:c;elcs;;l:on:cr;-

\ IR X XXX XXX la parentesi, la g}y, pud esse-
re inferiore o superiore alla
une. Cid significa che uno spi-

i} F golo stabile in ambiente puro
pud diventare instabile in pre-
senza di adsorbimento e vice-
versa. Le ripercussioni di que-
ste variazioni sul carattere di
una faccia sono di importanza
primaria nel processo di cre-
scita: infatti basta che su una
faccia F anche una sola dire-
zione [wvw] si destabilizzi a
causa dell’adsorbimento, affin-
ché si verifichi, secondo lo sche-
ma di pag. 686, la transizione
della faccia al carattere S. Ri-
sulta quindi che per una fac-

Fig. 8a. — Modello per il caleolo di <®> per lo spigo- ¢ia K o una faccia § pu(‘) suc-
lo <10.> in presenza di impurezze adsorbite sui suoi siti. dii ;
CCdCl'C ]:l transizione 1nversa.

Fig. 86. — Modello per il calcolo di <®> per lo spigo- % iy aq.»
lo <11.> in presenza di impurczze adsorbite sui suoi siti. Risulta qumdl propomblle lo
schema: F<S, FsSK, SSK,

come dimostrato da Stranski (1956), Lacmaxny e Stranskr (1958).
L’adsorbimento di impurezze dalla fase ambiente, se da un lato pud portare,
come si ¢ visto poc’anzi, al cambiamento di carattere di una faccia cristallina, sicu-
ramente agisce sulla sua energia specifica di superficie, sulla base di pure conside-
razioni termodinamiche. All'equilibrio termodinamico il teorema di Gibbs (1892),
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che discende direttamente dal secondo principio, indica che un adsorbimento su
una superficie causa una diminuzione della sua energia specifica. Tale diminuzione,
espressa in termini differenziali, &:

d‘]f( = — M ﬂt kT (de/C'j) (28)

dove 7, ¢ il numero totale di siti accessibili sulla superficie, & & il tasso di ricopri-
mento in particelle adsorbite rispetto ad 7, ¢; ¢ la concentrazioine in impurezze della
fase ambiente e l'indice 7 & relativo alla superficie della faccia i-esima del cristallo.
Per tale faccia varra quindi la relazione seguente:

Yi— Y™ = Ayi = 0. % kT In (1 + ¢)) )

2.2. Modificazione della forma d'equilibrio dovuta all'adsorbimento
Come conseguenza immediata della (29) il teorema di Wulff risulta modificato,
in quanto alle y; della (18) si sostituiranno le ¥!* , secondo la seguente relazione:

(vi— Ay | hi = An [/ 2 va. (30)

E sufficiente quindi che le Ayi non
siano proporzionali alle rispettive yi af-
finche le facce del cristallo aumentino o
diminuiscano le loro dimensioni in mo-
do non omotetico.

~ In questo modo delle nuove facce po-
tranno apparire sulla forma d’equilibrio,
mentre altre, conseguentemente, potran-
no uscirne. Tutto cid & fondamentale
> per stabilire un confronto tra la cristal-
lizzazione naturale e quella di laborato-

r KA

Fig. Y. — Campo di variazione della forma d'equi-  tjg; mentre in qucst’ultimo caso i para-

librio di un cristallo bidimensionale di Kossel, in ¢ dall stalli ;
presenza di impurczze. metri ella cristallizzazione pOSSDnO €S-

sere mantenuti sotto un controllo relati-
vo, ivi compreso il grado di purezza dei reagenti, in natura la complessitd del chi-
mismo delle fasi madri pone i germi cristallini in condizione di vedere abbassate
le tensioni superficiali delle loro facce gia durante I'intero periodo della nucleazione.
E normale infatti ritrovare in natura cristalli con una morfologia molto pill ricca
di quelli della stessa specie ottenuti in laboratorio; il fenomeno pud essere giusti-
ficato da almeno due cause indipendenti:
— la stabilizzazione di facce § o K dovuta all’azione delle impurezze le quali, anche
se non incorporate nel reticolo, arricchiscono la forma d’equilibrio, come si & visto;
— i tempi .di cristallizzazione naturali, caratterizzati da lunghe permanenze del
sistema vicino all’equilibrio (non ottenibili generalmente in laboratorio), per cui
I'abito finale dei cristalli naturali ¢ quello di cristalli cresciuti a valori di
molto bassi e tali da non permettere una grande differenziazione tra le velocita di
crescita delle singole facce.
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Fig. 10. — Modello per il calcolo delle energic di spigolo
(Pc10> © Poyps) in presenza  di adsorbimento.

3. Forma di crescita

Nel paragrafo seguente si vedrd come si possa ottenere sperimentalmente una
forma di equilibrio. Per quanto riguarda l'ottenimento di una forma di crescita,
esso non presenta ovviamente alcuna difficoltd, né in natura né in laboratorio; cid
che ¢ pili problematico & la previsione, a partire dai soli dati strutturali riguardante
le facce che definiscono I'abito cristallino, una volta terminato il processo di crescita.

Sappiamo gia dal paragrafo 13.2. che:

— le facce F sono le sole a poter crescere in maniera riproducibile; il loro profilo
¢ piano sino al livello di scala molecolare (du) ed esse presentano solitamente
dei gradini di crescita dovuti o a nucleazione bidimensionale (cristalli perfetti)
o a crescita per spirale (cristalli imperfetti) (fig. 4 4);

— le facce S, K non crescono in maniera riproducibile; esse non restano necessaria-
mente piant, non presentando strati di crescita dovuti ai processi sopraddetti

(fig. 44).

A partire da questo punto il problema si pone in termini cinetici: le facce 7 che
appariranno su una forma di crescita sono quelle che presentano le velocitd normali
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di avanzamento R: pilt deboli. La velocita di crescita R di una faccia dipende dai
meccanismi specifici con cui essa avanza; teoricamente si tratterebbe di prevedere
e calcolare i diversi processi successivi che una particella subisce prima di apparte-
nere definitivamente al cristallo. L'esperienza mostra che qualunque siano tali pro-
cessi tra loro differenti, nella crescita da vapore (Burron et al, 1951), da fuso
(Treer, 1963; Kern e Simon, 1966) o da soluzione (BEnneEma, 1965), si ha sempre
la relazione:
FR = Fm (f—1)y (1<r<2)

G1)
S, KR = S Ky (f—1)

dove Fm « S Kpy,

Dalle (31) si deduce che durante lo stato stazionario della crescita si avrd una
eliminazione delle facce S e K e che solo le facce F, anche se non tutte natural-
mente, sopravviveranno tra tutte quelle

\ che erano presenti all'equilibrio instabile

] R della nucleazione. Sempre dalla (31) si
nota una non dipendenza delle velocita
Ro di crescita dai valori delle vi, che non
sono contenute implicitamente nelle
.8, B, Quindi lo sviluppo relativo del-
le facce di un cristallo non dipendera da

quello che esse assunsero al momento del-
la nucleazione e che & calcolabile me-
diante la relazione di Wulff (18). Esso
dipenderi invece da f. Esaminando il ca-
ﬁ -1s p

so di due forme, costituite da facce F,
Fig. 11. — Predominanza e coesistenza di forme ©gnuna delle quali caratterizzata, duran-
appartenenti a facce F che crescono con diverse te la crescita, da un coefficiente Fmi, e
leggi, dovute a coefficienti diversi, in funzione e . .
della sovrasaturazione & = B — 1. . facendo lipotesi che esse siano le sole

forme a caratterizzare la forma d’equili-
q

brio, possiamo rappresentare le loro velocitd R; in funzione dei valori crescenti di f§
(fg. 11). Risulta chiaro che alle deboli sovrassaturazioni sara la forma di Ry a domi-
nare, mentre alle alte sard la forma di Re; alle sovrassaturazioni intermedie ci sard
invece una coesistenza tra le due forme.

1
1
|
|
I
|
|

4. Realizzazione sperimentale della forma d’equilibrio

La relazione di Wulff & valida all’equilibrio termodinamico, indipendentemente
dalla dimensione del cristallo che si considera; la possibilita di osservare un cristallo
nelle condizioni di equilibrio che verifichino la (18) & legata ovviamente alla possi-
bilita di riprodurre sperimentalmente:

— o la condizione di equilibrio labile che si stabilisce durante la nucleazione del
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cristallo caratterizzata da un massimo nella variazione dell’entalpia libera del
cristallo,

— o la condizione di equilibrio stabile in cui un cristallo, una volta che la sua
crescita ¢ finita, viene a trovarsi rispetto alla fase ambiente diventata satura.

Mentre il primo caso non presenta possibilitd di osservazione sperimentale, in
quanto € utopistico, al momento, compiere osservazioni in situ su edifici cristallini
di taglia estremamente ridotta (da poche decine a qualche centinaio di A) i quali
tendono a disgregarsi o a crescere rapidamente a seconda delle fluttuazioni del si-
stema, nel secondo caso il problema presenta alcune difficoltd pratiche. Infatti la ve-
locitd con cui un cristallo puo raggiungere, alla fine della sua crescita, la sua forma
d'equilibrio, dipende dalle condizioni particolari del sistema, e in gran parte dalle

4G

—. [} [—

9]

a b

Fig. 12 a. — Espressione della variazione di Entalpia libera di un cristallo che si sviluppa in una fase di
dimensioni infinite (n* rappresenta il numero di atomi che costituiscono il germe critico caratterizzato
da un equilibrio instabile).

Fig. 12 5. — La funzione AG (variazione di Entalpia libera) di un cristallo che cresce in una fase di di-
mensioni finite (mg rappresenta il numero di atomi costituenti la forma d'equilibrio stabile del cristallo).

sue dimensioni. E noto infatti che i cristalli di piccole dimensioni raggiungono I'equi-
librio piti rapidamente dei cristalli di dimensioni maggiori (Bieneart e Kern, 1964)
ed ¢ facile dedurre che se si vogliono osservare forme di equilibrio su cristalli di
dimensioni visibili (microscopia convenzionale) bisogna preventivare tempi di messa
all’equilibrio eccezionalmente lunghi.

Il superamento di questa difficoltd prese corpo con le esperienze di Klija (1955)
basate sulle condizioni proposte da Lemmlein (1954) affinché un cristallo possa assu-
mere spontaneamente la sua forma d’equilibrio. L'ipotesi di partenza di Lemmlein
consisteva nell’assegnare alle reazioni di superficie cristallo-ambiente il ruolo essen-
ziale nella messa all'equilibrio. Affinche tali reazioni siano rapide & necessario che
ogni variazione di massa del cristallo si traduca in una variazione apprezzabile
della concentrazione del mezzo ambiente; questo impone che:

— il sistema sia chiuso e il volume del cristallo sia confrontabile con quello della
fase madre;
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— la concentrazione della soluzione sia molto elevata (uso di composti melto so-
lubili e temperature di cristallizzazione piuttosto elevate);
— che il sistema sia di dimensioni il pili ridotte possibili.

Lo studio sperimentale di Klija che ne consegui portd all'utilizzo di goccioline
di soluzione dell'ordine di 10" —10"* mm di raggio, ottenute per evaporazione di
una soluzione del composto in studio. I cristalli formatisi per evaporazione parziale
delle gocce potevano raggiungere un volume all'incirca uguale alla metd delle gocce
stesse, ma i risultati migliori si ottennero quando i cristalli occupavano circa un deci-
mo del volume disponibile; I'isolamento del sistema venne ottenuto per immersione
delle gocce in materiale plastico preventivamente scelto. Mediante questo metodo
cristalli di forma dendritica (quindi ben lontani dall’equilibrio, in quanto tale forma
¢ caratteristica delle alte sovrassaturazioni) raggiunsero la forma d'equilibrio nel
giro di pochi giorni.

Bienfait e Kern (1964) diedero una struttura quantitativa a questo tipo di
esperienze estremamente proficue ma qualitative e ne diedero una corretta interpre-
tazione termodinamica. Le figure 12, dovute a questi autori, mettono a confronto
le variazioni di entalpia libera di un cristallo quando questo nasce e cresce in un
sistema limitato e chiuso o quando questo avviene in un sistema di dimensioni
infinite.

Nel caso di fig. 12a esiste una situazione di equilibrio soltanto: quello rela-
tivo alla nucleazione, ma esso ¢ instabile e quindi non utile per l'osservazione. Nel
caso di fig. 12 4 esistono invece due punti di equilibrio: quello instabile di cui si &
gid detto e quello stabile, corrispondente ad un minimo nell'entalpia libera del
cristallo. In corrispondenza di questo punto che rende il cristallo stabile ed osser-
vabile, il cristallo stesso & costituito da 7z atomi, dove nz & sempre minore di #nc
(esprimendo n¢ il numero totale di particelle del soluto presente nell'intera goccia).
L'equilibrio nella goccia ¢ mantenuto da una sovrassaturazione residua - che &
tanto pitt grande quanto pitt grande & lo scarto tra nc ed ng. Nell’esperimento di
Bienfait ¢ Kern il raggiungimento della taglia d’equilibrio veniva ottenuto a Pe T
costanti; le variabili che subivano fluttuazioni attorno all'equilibrio erano la quan-
titd di atomi costituenti il cristallo ¢ le energie libere di superficie y: delle singole
facce. Le misure vennero eseguite su KCl, NaCl, NH4Cl e NH4H2POjs utilizzando
'acqua come solvente. Venne notata una proporzionalitd tra il tempo di raggiun-
gimento dell’equilibrio e il raggio delle gocce di soluzione (100 ore per una goccia
del raggio di 1 mm, 10 ore per un raggio di 0,25 mm e un’ora per una goccia del
raggio di 0,05 mm). Nel caso specifico di NaCl in soluzione acquosa le fluttua-
zioni della taglia del cristallo avevano un’ampiezza di circa 10 strati duur al secondo
per le facce di non equilibrio, in una goccia del raggio di 0,05 mm.

Le condizioni che favoriscono il raggiungimento rapido dell'equilibrio risul-
tarono:

— piccole dimensioni del sistema (raggio < 5 mm) e bassa solubiliti del composto

(in contraddizione con le ipotesi di Lemmlein-Klija);
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— piccole dimensioni del cristallo, in assoluto e rispetto alle dimensioni del sistema;
— bassi valori delle energie interfacciali y:.
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