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DINO A QUI LANO · J FRANCESCO ABBONA· 

MORFOLOGIA CRISTALLINA, 
I - FORME DI EQUILIBRIO E DI CRESCITA DI UN CRISTALLO" 

RIASSUNTO. - Viene trattato lo studio della forma di equilibrio di un cristallo, insieme 
ai metodi che possono esse~ impiegati per la sua derivaziooe lantO teorica quanto sperimentale. 
Vengono illuStrali a questo scopo i melodi teorid di Gibbs-Curie-Wulfl (fenomenologioo), di 
Slranski·K,.ischew (statistioo) e di H.rtman (UnJlI\jrale). 

Come esemplificazione dei metodi sperimentali viene presentato il metodo di u mmlcin· 
Klija e Bienfait·Kem per l'onenimentO della forma d'equilibrio ~Ia tiva a cristalli di piccole 
dimensioni. Viene sottolineata inoltre l'influenza che l'ambiente di formazione del cris tallo eserci ta 
sulla fonna d'equilibrio (azione delle impurezze sull 'energia libera 5(lC(ifica di superficie delle 
facce cristalline). 

La morfolagia di cresci ta di un cristallo viene discussa sulla base del carallcre F, S o K 
delle facce, definito secondo SIr:lnski·Kaischew e Hartman·Perdok. 

e posla in evidenza in partioolare la dipendenza della forma di crescita di un c:rislallo 
dalla sua forma di equilibrio. 

Si dimostra infine, secondo Stranski.Kaisçhew, come il rnecca.nismo di crescita di una faccia 
posu modifiolrsi a Gl.usa dell'assorbimento temporaneo di sostanze estranee, seguendo le tran· 
sizioni: F -= S, F -= K, S -= K. 

ABSTRACT. - The artide deals with the equilibriurn form of a crystal and with the 
methoc!s for the theoretical dcrivation and the practical obtention of Ihis formo 

To this purpose, the thooretical methods by Gibbs·Curie·Wulff (phenomenologic), by 
Stranski·Kaiochew (uatistic) and by Hartman (st roctural ) are discussed and, as an examp!e or 
the experimenral methods, the Lemmlein.Klija and Bienfait·Kern's method far the oblent ion of 
tne equilibrium fonn of crystals witn small dimensions. 

It is also examined the influence that the growth medium snows on tne equilibrium 
form (dIecI of impurities on tne s(lC(ific free energy of the crystal facet ). 

The growth morphology of R cryslal is discussed on tne ground of tbc F, S or K character 
of tbe faces, as defined by Stranski·Kaisçnew ancl Han man·Perdok. Parlicular .uention is given 
IO tne dc:pendencc of tne gtowth fonn on its equilibrium form o 

Finally il is shown, following Stranski·Kaisçhew, that tbe growlh mechanism of a face: 
may be modified owing to the temperary absorption of foreign substances, along tne lransi tions 
F .. S, F -= K, S -= K. 

Introduzione 

Un cristallo che cresce in un mezzo Auido preu:nta un insieme di facce piane 
la cui compa rsa dipende dalle condizioni del sistema. La cristallografi a studia gene
ralmente i rapporti tra q ueste differenti facce, la struttura cristallina e le proprietà 
fisiche dei cristalli . Essa ignora le relazioni causali che intercorrono tra la comparsa 

'"" Istituto di Mineralogia, Cristallografia e Geochimica dell'UniversitA di Torino. .. Lavoro 
eseguito oon il oonrributo del C.N.R. 
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ddle facce e le condizioni dci sistema e quindi non può interessarsi ai meccanismi 
che presiedono la crescita dei cristalli. 

In cristallografia si chiama fo rma cristallina l'insieme delle facce che si dedu
cono le une dalle alm: tramite l'intervento degli elementi di simmetria del gruppo 
puntuale associato al cristallo; si definisce inoltre morfologia di un cristallo l'insieme 
delle forme che lo caraltcrizzano, mCnlre per abito cristallino si intende lo sviluppo 
relativo che tali fo rme assumono SOltO determinate condizioni di crescita. L'abito 
cristallino dipenderà quindi da fattori ci netici e dai meccanismi di crescita di ogni 
singola faccia cristallina; esso sarà inoltre legato ai parametri tcrmodinamici che 
determi nano la fo rma di un cristallo all'equilibrio. 

P<=r questo motivo la teoria della cr<=scita cristallina tratla tanto la morfologia 
di equilibrio di un cristallo, quanto la sua morfologia di crescita. E, anche se 
quest'ultima è quella che si osserva comu n<=m<=nt<=, tanto in natura quanto in labora
torio, la nozione di morfologia di <=quilibrio presenta un valor<= non solo teorico 
ma anche pratico, grazie alle rdazioni <=s ist<=nti tra essa e la morfologia di cr<=scÌta. 

Compito della prima part<= di qu<=sto lavoro è, di cons<=guenza, offrir<= una raso 
segna sui m<=todi teorici di approccio alle forme di <=q uilibrio e di crescita <= di 
pr<=sentare i metodi speri mentali mediant<= i quali può essere osservata la fo rma di 
equilibrio per cristalli di piccole dimensioni. 

l. Forma d'equilibrio di un cris tallo: sistema cristallo-vapore 

1.1 Approccio ta-modinumico fenomenologico di Gibbs.W"lO 
La trattazione termodinamica sulla for ma di equilibrio dei cristalli è la prima 

in ordi ne di tempo ed è q uella caratterizzata dalla più semplice presentazione fo r
male. Dai lavori di Gibbs (1878) e Curie (1885) risulta che un cristallo in equilibrio 
con il suo ambient<= di formazione, qual unque esso sia, posseder:. una fo rma defi· 
nita da una sola variabile fisica macroscopica: l'energia libera specifica di superfici<=, 
y., associata all<= i facce di cui eSSo1 è costituita. Infatti, all'equilibrio. che si v<=rifica 
a t<=m\Xratu ra <= pression<= cmtanti, il cristallo non dovrà nè crescer<= nè diminuire 

in volum<= (V" = cast.) <= l'<=n<=rgia libera di tutta la sua superfici <= sarà minima. 
Queste condizioni si esprimono: 

N 

r = L y. A. = minima; ,. , v, cost. (I) 

dov<= AI rappr<=s<=nta l'area della j~sima faccia <= r l'<=n<=rgia libera di superfici<= 
\Xr l'int<=ro cristallo. Wulff (1901) int<=rpmò 1<= (l) geom<=trica ment<= <= ottenne per 
primo una .relazione da cui è possibile conoscere quali facc<= di un cristallo possono 
entrar<= a far part<= della fo rma di <=quilibrio. Mentre per la dimostrazione del teo
rema di Wulff si rimanda il leuor<= tanto al lavoro original<=, quanto ad alcune 
rass<=gn<= cri tich<= (LWE, 1943; HEltRING, 1952) noi ci limil<=r<= mo, per i nmtri scopi. 
ad iIIustrar<= tal<= teor<=ma ndla sua formulazione applicativa: c: ... all'<=quilibrio il 
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rapporto tra l'energia specifica libera di ogni singola faccia (YI) e la distanza t ra 
tale faccia e il centro della forma di equi librio (hl) è costante,. Questa relazione, 
illustrata nella fig. l, SL esprime: 

(2) 

Nella (2) la costante À, che permetle di definire la dimensione assoluta della 
forma di equilibrio, è legata tanto al volume atomico della fase cristalli na, quanto 
alla sovrassaturazione della fase ambiente, come verrà dimostrato nel pa ragrafo se
guente (equazione 18). 
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Fig. l. - RopprC'Knu1.lOnt: ""hC11l"-Iw:a dci Teo
retrul di WIIlff. I poliedri ~ indiuti mediante 
le loro beee F,. Il poliedro interno. a cui è as
socia ta l'cncrgia di ~u pcrficic !ninima, rapprc""ma 
la forma d·equ ilibrio. 

Si pone ora il problema di come sia 
possibile ricavare la fo rma di equilibrio 
partendo dalla (2), pur senza volerne co
noscere la dimensione assoluta. Per sod
disfare tale esigenza bisogna conoscere 
i valori delle y, o mediante una determi
nazione sperimentale, o mediante il cal
colo delle medesime attraverso i poten
ziali di interazione associati agli atomi 
(molecole, ioni) del cristallo e della fase 
ambiente. Si vedrà più ava nti (par. 12) 
come sia possibile la determinazione del
le YI da alcune esperienze di cristalliz
zazione; a ti tolo esemplificativo riportia
mo invece un calcolo elementare basato 
sull'assunzione di un cristallo-modello di 
Kossel (1927), non polare e a reticolo cu
bico semplice_ 

Definiamo con ~1 , ~2, ~:I rispeltiva~ 

mente le energie di interazione tra pri~ 
mi, secondi e terzi vicini nel cristallo 
(~1 > ~2 > ~3) e con al) la distanza tra 
primi vicini, come indicato in fig. 2. 

L'energia specifica di superficie, nel caso cristallo-vapore e per una faccia (hkf), 
è uguale al lavoro L necess.1tio per separare gli atomi contenuti neU-area di maglia 
Au" dal piano "k/. Tenendo conto che in questa separazione si vengono a creare 
due superfici libere di area AUI, l'energia specifica yUI sa rà: 

yU! = L/2Au! (3) 

In riferimento alla fig. 2 .sarà q uindi: 

(3') 
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Analogamente si possono calcolare i valori di y rdativi alle facce (110), (111), 
(211), ecc ... Di qui, applicando la (2), si ottengono i valori dei rapporti tra le h. rife
riti, per esempio, ad hO{)l, assunta come unità di confronto: 

(4) 

n cosÌ possibile, note le (4), costruire il poliedro che definisce la forma d'equi
librio del cristallo. Si conducono cioè, a partire da un punto arbitrario 0, i vettori 

OP, di modulo hl in di rcziollC perpendicolare aUe facce rispettive di cui si è cal
colato il corrispondente valore y. (fig. I). La fo rma di equilibrio sarà il più 

piccolo policdro convesso costruibile con le facce F. normali in P1 ai ,veuori OP •. 
L1 figura l rappresenta schem:nicamente come non tutte le facce di un cristallo 

I WJJ 

a, 

Fig. 2. - R~pprescnt3Zione del cristallo di Kossc l. Le grandc1.:u: ~" IJI, IJI, 
indicano le energie di sep~ razione tra pri mi , !ccondi c tcrzi vicini. 

possano entrare a far parte della forma d'equilibrio; in essa solo le facce che defi
niscollo il poliedro più interno sono appartenenti a tale for ma, mentre quelle più 
esterne non lo saranno, a causa della loro energia specifica di superficie troppo 
elevata. A questo proposito è necessario ricordare che il valore di r nella (3) dipende 
dai rapporti tra le energie di interazione tra primi, secondi e terzi vicini (0/2/0/1, 
0/3/0/1); questo indica quanto sia importante l'inAuenza del raggio d'azione della 
funzione potenziale, associata alle fo rze d'interazione presenti in un edificio cristal
lino, sull'energia superficiale delle facce stesse. La forma d'equilibrio varierà quindi 
a seconda che possa essere trascurata o meno l'inAuenza dei secondi e terzi vicini o 
solo quella dei terzi vicini. Ne!lo schema seguente sono raggruppate le forme cristal
lografiche che entrano a far parte della forma d'equilibrio calcolate da Stranski e 
Kaischew (1935 a) per cristalli non polari appartenenti a reticoli cristallini di alla 
simmetria: 
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Tipo di rnicolo primi vicini primi ~ ucondi vicini primi,uc. ~ tuzi vicini 
,).,=, .. =0 ~,= O o/,.:r:. = O 

Cubico P 100 11 0, il I 211 
• l 110 100 211 , 111 
• F lll, 100 110 3Il, 210, 531 

!;,ag. compatto 0001, lOTI, lOTO 1120, 1012 

È bene sottolineare a questo punto che se è necessario considerare la dipen· 
denza di y dai valori dell'energia di imerazione reticolare, il limitarsi a queste sole 
interazioni non Ì! però sufficiemc. Infatti nei casi esemplificativi finora esaminati 

' 1 le 0/ tengono como delle sole fo rze di va· 
~,. lume del cristallo; è come considerare un 
lç", ...... - - - ~ ~--- cristallo in equilibrio con il suo vapore, , 

, ,' .:, unico caso in cui il valore di y è indipen. 
""==='C'~===""~ dente dalle interazioni tra gli atomi di su' 

" perficie e gli atomi che popolano l'am-
biente di crescita. In tutti gli altri casi, co
me vedremo, y dipcndecl anche dalle 
interazioni Ira le molecole di superficie 
del cristallo e le molecole che costitui
scono o il solvente, il saluto e le eventuali 
impurezze (crescita da sol uzione) o le 
molecole che costituiscono il fuso in cui 
il cristallo si fo rma. 

f ig. J. - E.'en.;onc <.Id TMr~ma <.Ii Wultf a un 
germe bidim~n.ion~k w una beei.. eriltallin~. Prima di chiudere questo paragrafo 

vale la pena ricordare che il teorema di 
Wulff è valido anche per d .... termi nare la forma di equilibrio di uno strato cristal
lino bidimensionale formatosi su una faccia piana (fig. 3). Le condizioni di Gibbs-
Cu rie si scrivono in questo caso: 

p = I: "l Il = minima ; 
'o , 

• 
(1/2) I: Il hl' = costo (5) .-, 

dove P è l'energia libera di spigolo dell'intero germe bidi mensionale e Pl è l'energia 
libera specifica dello spigolo ;-csimo. /, la sua lunghezza e h{ la distanza dello spio 
gola i-csi mo dal cent ro del poligono convesso. In questo caso la (3) si scrive: 

"l/hl' = rl'l/h{ = QJ/h/ = COSl:lnte. (6) 

La determinazione della fo rma di equi librio di un germe bidimensionale è 
quindi anche qui ricondotta alla determinazione delle ",; in questo caso però ci si 
deve accontent:lre di una valutazione delle Qi fatte mediante il calcolo, seguendo 
il metodo utilizzato per le "tI; fino ad oggi infatt i è stalo impossibile eseguire delle 
esperienze che permettano un'osservazione diretta della fo rma d'equilibrio di un 
germe bidimensionale. 
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Il. Approccio lermodinamico ·statùtico di Stransk.i·Kaisch~w 

J?: intuitivo accettare che un cristallo è in equilibrio con il suo ambiente circo
stante se lo $Ono le si ngole facce da cui esso è limitato; a sua volta una faccia cristal
lina .sarà in equilibrio se, nell'unità di tempo, il numero di atomi che arrivano dal-
1'3mhiente sulla sua superficie è uguale al numero di atomi che abbandonano la 
superficie per ritornare nd l'.lmbiente stesso. Se consideriamo il modello di Kossel· 
Stranski della superficie di una facc ia cristallina (fig. 4 a) esposta al vapore con cui 

Fig. "". 
Koud. 

- Siti di superficie di un crista llo di 

Fig. 1 b. - Sdw:ma delle 
b«e di un criJlallo di 
Ko"d: SOIlO presenti facce 
piane, a gradinata e acre· 
scita dilfu5.J (rispettiva· 
mente F, S e K nel senso 
di Hartman). Le uniti di 
crescita vcngQno accettate 
in modo indiffercnziato su 
qualunque sito ddla faccia 
K e vi po~no aduire sta· 
bilmente. Pu poter aderire 
su Una faccia S o F esse 
dovranno inv«c trovare 
rià disponibili rispettiva· 
mente dci filari incompleti 
o delle ;..,Ie di crescita. 

essa è in equilibrio, possiamo vedere che 
il lavoro necessario per trasferire un 
atomo dalla superficie 01 \ vapore dipen
de dalla posizione di tale atomo sulla 
superficie. Ad esempio la probabilità di 
evaporazione di un atomo in B è più 
bassa di quella relativa ad un atomo 
in A, essendo l'atomo in B più le
gato alla struttu ra cristallina dell 'ato
mo in A. Di tutte le posizioni de
scri tte in fig. 4 a quella che acquista un 

significato particolarmenle importante è la posIzione K. f: dimostrabile 
che un atomo in tale posizione è legato al cristallo con un'energia pari a un mezzo 
di quella con cui un atomo ~ legato in una posizione qualsiasi nell'interno dci cri
stallo stesso; considerando solo i primi vicini la sua en.ergia di legame è: 
4> ' /2 = 3 ~1 n. 

( ' ) L'indice 1/2 prende origine dal nome che: questO siro cristallino ha ricevuto da Kossel 
(1927) e Stranski (1949): «Halbkristallage ., ovvero «posizione di mezzo cristallo •. Esso ~ 
ottenibile infatti separando in due un cristallo secondo un piano qualunque e asportando quindi 
a tale mc:zzo cristallo un semipiallO d i atomi e finalmente ancora un semifilare (rlS. 2). Si può 
inoltre dimostrare che, se si trascurano gli atomi di vertice e di spigolo (ciò che ~ lecito solo 
per un grande cristallo), ,'abb.ndono di un sito K da parle di un atomo genera un sito 
equivalente, e lo Stesso sucrederi se un atomo viene ad OCC"lIpare un tale silo. La crescita o 
l'evapora1!ione di un cristallo può avvenire quindi attraverso operazioni dernentari di riempi. 
mento o di svuotamento di un siro K che prende per questo anche il nome di « Viederholbarer· 
schritte. o'IVero .. sito di passo ripetibile •. 
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All'equilibrio cristallo-vapore solo gli alomi che occupano tale tipo di sito sono 
in equilibrio con il vapore; gli atomi che sono legati al cristallo con energia minore 
di etI, ,: (tipi A, B) non saranno stabilmente appartenenti al cristallo e quindi non 
dov ranno essere presi in considerazione nella forma di equilibrio. 

Per un cristallo c infinito. (AQU ILANO e RUBBo, 1978) è possibile quindi elimi
nare tutti gli atomi per cui etI < etil I: seguendo uno schema semplice: nel caso di 
un cristallo di Kossel (fig. 4) 4>' /2 avrà espressioni diverse a seconda del numero 
dei vicini che si considerano: 

letlI12 = 3 ~I (soli primi vicini) 
24>1/: = 3 ~I + 6 ~2 (primi e secondi vicini) (7) 
, etil i: = 3 ~, + 6 ~2 + 4 ~3 (primi, secondi e terzi vicini) 

Considerando ora un atomo che occupa un sito di vertice V, avremo rispet
tivamente: 

letlV = 3 ~, 
~41v 3~1+3~2 (7') 
3et1v 3~,+3~2+~' 

Dalle (7, 7') si deduce che, se si considerano solo i primi vicini, letlV = 14>1/2. 

il che significa che l'atomo in V potrà appartenere alla forma d'equilibrio, la quale 
sarà quindi caratterizzata dalla sola {100}. Se si considerano anche i secondi vicini 
sarà 2et1v < 24>1/2. per cui l'atomo in V diventerà instabile e sulla forma d'equilibrio 
comincerà ad apparire ::anche la {lll}. 

Da queste consider::azioni elementari si può vedere come i risultati illustrati a 
pago 679 possano essere ottenuti anche mediante quest'ultima via, la q uale offre, 
rispetto alla precedente, il vantaggio di poter essere estesa alla definizione deU'equi
librio per un cristallo di dimensioni c finite . (AQUILANO e RUBBO, 1978). 

Per un tale tipo di cristallo gli atomi presenti sugli spigoli e sui vertici non 
possono più essere trascurati ilei processo di scambio di materia tra il cristallo e il 
vapore e non ci sarà più quindi una posi zione di tipo K che possa essere conside
rata come rappresentativa di tutti gl i atomi di superficie nel processo di evapora
zione o condensazione dd cristallo. Stranski e Kaischew introdussero il concetto 
di c lavoro medio di separazione . (per atomo) come energia di legame rappresen
tativa per una determinata ~uperflcie cristallina di un cristallo finito. Riferendoci 
alla figura 2 tale lavoro medio di separazione si ca\cola prendendo la media di tutte 
le energie di separazione che bisogna fornire agli atomi dello strato esposto al 
vapore per farli evaporare; se si considera no per semplicità solo primi ViCini, esso 
si esprime come: 

< <I» ~ (1/n')[(n-l)'3~. + 2(n-l)2~. +~.] (8) 

dove n è il numero di atomi presenti sullo spigolo del cubo di fig. 2. L'~spres

slOne (8) è riducibile a: 

(8') 
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In CUI 3 0/1 è l't:nergia del sito K di mezzo cristallo, ciot: ~II:, da cui: 

(9) 

Dalla (9) si deduce facilmc:ntc: che, per un cristallo infinito (n - 00), l'energia 
media di separazione per atomo coincide con l'energia di mezzo cristallo, cl) 1/2 , 

il che conferma la rappresentatività del si to K per un criSlallo infinito. D'altra parte, 

sempre dalla (9), per un cristallo finito, sarà: 

Cl>1/2 - < Cl:! > = 0/1/2 n > O (9') 

La (9') rappresenta la vc:ra pietra miliare nella teoria atomistica della crescita 
cristallina. Infatti da essa si deduce: che un sito medio su un cristallo finito è meno 
legato di un sito medio su un cristallo infinito. Ciò significa che, se p 00 è la prt:ssione 
di vapore in equilibrio con un cristallo infinito, un cristallo fi nito potrà essere in 
equilibrio solo ad una pressione di vapore p.q > P <'00 (a P..., infatti esso evapore
rebbe essendo (!) < (!) t /2). 

t: stato dimvstrato da Str;J nski e Kaischew (1935 b) che la relazione che lega 
le energie medie di legame alle pressioni di equilibrio è: 

(lO) 

La (lO) non è nient'altro che la relazione di T homson-Gibbs applicata ad un 
cristallo di dimemioni finile. Tale relazione è fondamentale, in quanto ci permette 
di affermare che: 
a) se un vapore è saturo rispeao ad un cristallo infinito esso sarà sottosaturo rispetto 

ad un cristallo finito (quindi quest'ultimo tenderà ad evaporare); 
b) definendo con ..11J. la differenza di potenziale chi mico tra un atomo nel vapore 

ed un atomo nel cristallo in un sito di equilibrio, e con D = P«t/ P <>o ' la so
vrassatu razione del vapore (D ~ l), sa rà: 

.d~ = (!)1(2 - < (!» = !(T In (peq/P <>o)' ovvero 

.d1J. kT Inp :; (!)1{2 - < (!» = kT Inp 
(11) 

Mediante la seguente applicazione della (11) è possibile determinare la fo rma 
d'equilibrio di un cristallo finito: tale determinazione assume comunemente il no
me: c metodo di St ransk i-Kaischew :.. Assumiamo per semplicità il modello di un 
cristallo di Kossel bidimensionale e consideriamo solo le interazioni tra primi e tra 
secondi vici ni; sarà quindi: (!)j12 = 2 q,1 + 2 ~2. In questo caso la forma quadrata 
sarà l'unica stabile, alla condizione che nessun atomo di vertice possa abbandonare 
il cristallo. Affinchè tale stabilità si realizzi bisogna che l'energia di separazione di 
un atomo di vertice, (!)v. sia non inferiore al lavoro medio di separazione <~> 
che. all'equilibrio, deve essere uguale per tutti gli spigoli del cristallo bidimensionale: 
deve essere cioè: 

(12) 
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Ora, esS(:ndo: 

< 11» = <1>1 /~ - k)' In{J = 2 ~I + 2 4J~ - kT In{J, 
IlIv = 2 ~I + 4J2, per la (12) dovrà esscre: 
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2 ", + " , " 2 ", + 2 ", - kT Inp. 
4J2/kT < In{J ovvero Per ~ ~xp (4J2/k1). 

Ciò significa che: 
(13) 

La (13) fornisce quindi il valore crit ico (Per) che deve assumere p affinchè l'unica 
forma preS(:nte all 'equilibrio sia il quadrato. Ciò non avverrà all'equilibrio per un 
cristallo infinito (P = l) ma in preS(:nza di un vapore sov rassaturo e il valore critico 
della sovrassatu razione (Per) di penderà, secondo la (13), dall'energia di interazione 
tra i secondi vicini. 

ConS(:guentemente. per valori di P < {Jer l'atomo in V non è più stabile; esso 
evaporerà così come tulti gli altri atomi appartenenti ai filari di direzione equiva
lenti < Il .>. Si verrà quindi a stabi lire, a seconda del valore di /3, una nuova fo rma 
di equilibrio; le lunghez7-c dei suoi lati saranno regolale dalla condizione che, sempre 
all'equilibrio, l'energia media di separazione < (I» , per uno spigolo di di
rezione qualsiasi, deve esserc sempre la stcssa. Ciò significa, nel nostro caso, 
< 11» 10. = < (1»1 1 . . Ora, indicando con nlO. il numero di atomi presente sul 
filare [lO.], e con nll . quello relativo al filare [11.] , si av rà: 

<'"> ". = (l /n".) {(n".- I ) (N, + 2 ",) + (", + 2 'h)} = 
= (2", + 2 " ,) - (",/n".) (14') 

<'">". (l /n".) {(n".- I) (2 ", + 2 " ,) + (2", + ",)} 
= (2 ", + 2 ",) - (",/n" .) (14 b) 

Quindi la condizione < 11» 10. = < 1lI > 11. implica cne sia (4Jl / nIO.) = (~:/nll.), 
cioè cne sia: 

(14 c) 

L'l (14 c) dice che, essendo sempre ~I > 4Jz. il numero di atomi sullo spigolo 
[10·1 sarà sempre superiore al numero di atomi preS(:nti sullo spigolo [ 11.] e il 
loro rapporto s.uà uguale al rapporto tra le energie di interazione tra primi e 
S(:condi vicini. 

Evidentemente la dimensione assoluta della forma di equilibrio, i valori cioè 
di nID. e di nll . nella (14 c), non è definibile mediante questa sola relazione, ma 
mediante un'altra relazione che tenga como del va lore di sov rassaturazione a cui 
si opera. Infatti, applica ndo la (Il) nel caso dci cristallo bidimensionale. per lo 
spigolo [lO.], si ottiene, con l'ai uto della (14a): 

kT In /3 = 1lI1/2 - < 1lI >10. = 24J1 + 24J2 - < (1» 10. = (~I/nl0. ), da cui 
n". = (",/kT) (In pr' . (15) 

Mediante la (14 c) e la (15) è quindi possibile, noti i valori di P a cu i si opera, 
e quello del rapporto (~I/4J!), conoscere c completamente ~ la forma di equilibrio 
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c le di mensioni assolute del cristailo ad essa associato. L'esempio fi nora utilizzato, 
anche se ideali zzato a livello di modello, non perde di generalità se si considerano 
cristalli realmente esistenti e imerazioni atomiche anche a lunga distanza. Si pos
sono quindi trarre da questo paragrafo alcune conclusioni fondamentali: 
l") per cristalli di piccole dimensioni il numero delle forme cristallografiche pre

senti sulla forma d'equilibrio dipende dalla $Ovrassaturazione p; in riferimento 
alla (13) tale numero diminuirà con l'aumentare del valore di p; 

2") le dimensioni assolute della forma di equilibrio dipendono anch'esse dal valore 
di p; esse saranno tanto più piccole quanto più alta ~ la sovrassaturazione; 

3°) i rapporti tra le aree delle differenti forme cristallografiche che possono appa
rire sulla forma d'equilibrio dipendono, come dimostrato dalla (14 c), dai rapporti 
tra le energie di interazione t ra primi, secondi, ecc ... vicini. 

Si possono a questo punto sottolineare i legami esistemi tra la formula di 
Gibbs-Wulff (2) e quella di Stranski-Kaischew (IO). Se consideriamo un cubo di 
Kossel di dimensioni fi nite (spigolo composto di n atomi di equidistanza 00), limi
tandoci ai soli primi vicini, l'energia libera di superficie per la faccia (100) sarà : 
YIOO = ~h/ (2 0 0

2
) ; il lavoro medio di separazione per una tale faccia è inoltre: 

<"' >'00 = (I /n'){(n-I) ' 3'h + 2(n- I) · 2 .h + .. ) = 3".-(2 ... / n) 

mentre in questo caso si ha che <1>1/2 = 3 \jJl. Di qui, applica ndo la (lO), si ottiene: 

(16) 

La (16) può essere espressa mediante le grandezze Y100 e hloo; infatti, ricor
dando che il volume Il .. che un atomo occupa nel cristallo è Ilo = 0~8 e che la di
stanza della faccia (100) dal centro del cubo è h lOO = noo/2, sarà : 

2 "'I/n = (\jJ1/2 002) 2 • 2 oo~/n = Nl/2 0 0
2

) (noo/2tl • 2op
3 

ovvero, sosti tuendo nella (16): 

Ll IJ. = 2 YlOO Vg/hlOO, da cui : (Yloo/h1oo) = LlI,l/2 Va (17) 

La (17) è valida per q ualu nque faccia (hkl); sostituita nella (2) essa permette 
di scrivere la relazione di Gibbs-Wulfl, per crista lli finiti, utilizzandc: la fo rmula 
(lO) di Stranski.Kaischew: 

(18) 

Le relazioni (lO) e (18) permettono di ouenere tutte le informazion i necessane 
e sufficienti per la prev isione della forma d'equilibrio di un cristallo di dimensioni 
fi nite, tanto partendo da grandezze m:l;croscopiche (Yi, AI,l), quanto da grandezze 
che hanno significato statistico (<1> 1/2, < <1> ». Sarà invece interessante, dal punto 
di vista sperimentale, considerare il problema inverso: ottenere cioè sperimental
mente la fo rma di equilibrio di un cristallo a struttura nota, per valori determinati 
di Ali e di T. Di qui, mediante la (18) 5.1rà possibile ottenere le y,. Dalle y, otte-
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nute per via sperimentale, è possibi le avere utili informazion i, difficilmente reperi
bili altrimenti, sulle 411, 412, 413, .... e conseguentemente sui valori delle costanti 
che determinano abitualmente i polcnziali di imerazione empirici utilizzati nella 
cristallografia. Basti citare a questo scopo i risultati ottenuti per cristallizzazione 
da vapore da Stranski e Honigma nn (1950) sull'urotropina, da Su ndqvist (1964) 
su Au, Ag, Cu, Ni, Fe(o:) e Fe(cr), da Drechsler e Mu.ller (1968) su W in micro
scopia da emissione di campo Ionico, e da~ern e Bienfa it (1964) su NaCI e NHtCl 
in soluzione acquosa. 

13. Approccio stmtlurale a//<l forma di equilibrio: metodo di Hartman e Perdok 
Uno strumento di analisi che, partendo dalla struttura cristallina, permettesse 

di rispondere al q uesito: c Quali facce possono far parte della forma d'equilibrio? 
venne elaborato nel 1955 da H artman e Perdok. Nella seconda parte di questo 
lavoro verrà presentata una rassegna critica sulla validità e sui limiti della teoria di 
H artman e Perdok (H.P.) applicala ormai da più di vent'a nni alle forme di crescita 
dei cristalli. In questa prima parte richiameremo solo i punti fo ndamentali della 
teoria e metteremo in luce le sue potenzialità nel prevedere tanto la forma di equi
librio quanto quella di crescita. A questo scopo si riassumeranno brevemente i due 
concetti chiave su cui è fondata la teoria H.P.: le catene periodiche di legami 
(P.B.C.) e il carattere delle facce cristalline rispetto ai modi di crescita rispettivi. 

13.1. Concmo di PB.C. 
Una struttura cristallina, secondo H.P., è scomponibile in diverse catene for

mate con i legami che nascono al momento della cristallizzazione. È importante sot
tolineare che non sono quindi da prendersi in considerazione, per l'individuazione 
di tali catene, i legami che sono già esistenti nella fase madre. Se tali legami P.B.C. 
sono forti (prima sfera di coordinazione) e se la catena ha momento elettrico di 
dipolo nullo in direzione normale a quella lungo cui essa si sviluppa, mantenendo 
la stechiomet ria del cristallo, allora una catena così st rutturata è un3 P.B.e. 

132. CaralUr~ di crncila di una faccia 
Consideriamo una faccia (hkl) e il valore di dUcI associato e compatibile con 

le regole di estinzione sistematic3 imposte dal gruppo spaziale a cui appaniene il 
criSl3Uo. Secondo H.P. si possono presentare tre alternative relativamente allo strato 
di spessore dul : 

- in esso possono essere idemifiC3te due o più PBC (eventualmente anche poste 
in relazione dagli elementi di simmetria del cristallo) purchè non parallele tra 
loro. In questo caso lo strato sarà percorso in almeno due direzioni contenute in 
esso da catene ininterrotte di legami fo rti formatisi al momento della cristalliy 
zazione. Una qualunque unità di crescita che arrivi su tale strato avrà conse
guentemente la possibilità di legarsi stabi lmente nello strato stesso con legami 
in due direzioni contenute nel piano hkl. Se su una bccia (hkf) esiste ad un 
certo istante uno st rato di spessore dUI incompleto, esso tenderà quindi ad espa n-
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dersi lateralmente 6no al suo completo riempimento prima che su di esso inco
minci a generarsi un altro strato di spessore identico; una tale faccia tenderà 
quindi a restare atomicamente piana: essa prende il nome di faccia F (Aat) 
(fig. 4 b); 

- nello strato si può idcntincarc una sola PBC. In tale caso un'unità di crescita, 
arrivando su una faccia (h/<l) si legherà al cristallo con legami forti lungo una 
sola direzione (quella della PBe SlCSS; ); la faccia (hk0 crescerà quindi secondo 
filari e in una sola direzione . Il suo profilo non sarà più piano ma a gradinate; 
essa prende il nome di faccia S (stepped) (fig. 4 b)j 

- nello strato non è identificabile nessuna PBe. Un'unità di crescita, arrivando sulla 
faccia, non tende quindi a formare legami privilegiati in nessuna direzione; 
essa può incorporarsi nel CrIStallo in un sito qualsiasi della superficie (hkl). Anche 
il profilo di tale faccia non tenderà a rimanere costante, ma, al contrario, essa 
sarà atomicamente rugoso: tale tipo di faccia prende il nome di faccia K 
(kink<d) (fig. 4 b). 

Il criterio di H.P. nella classificazione delle facce di un cristallo trova una 
corrispondenza puntuale nel metodo di Stranski-Kaischew per la determinazione 
delle energie di spigolo eu"", a cui si è accennato nel paragrafo 1.1 . In effetti, se in 
uno strato dUI di una faccia (hk/) esistono almeno due catene PBe non parallele 
tra loro qualunque spigolo [III/W] di questo strato sarà attraversato da almeno una 
catena PBC. Ciò significa che la corrispondente Qw"", sarà positiva, in quanto per 
dividere uno strato d htl lungo la direzione [III/W] è necessario compiere lavoro, 
come conseguenza della (3) considerata per definire l'energia libera di spigolo. 
Quindi per una faccia F dovrà valere la .:ondizione: FQ."", > O, per qualunque 
valore di u, 1/, w. 

Un ragionamento simile si applica per le facce S e K. Si otlengono così le con
dizioni relative alle energie di spigolo: 
SQUV10 .:s;; O per una sola direzione uvw che coincide con quella del l'u nica PBC 

presente in una faccia S dello strato d U I, 

KQw ."" .:s;; O per due o più direzioni qualsiasi nello strato d U I. 

Riassumendo le condizioni trovate per i differenti tipi di facce in relazione al 
loro modo di crescita, possono essere fatte le associazioni seguenti, riIX'rtate nel se
guente schema proposto da Kern (1968): 

Facce Modo di crr:scÌla eondizion~ instabilità Numero PEe in dUI 

Q .:s;; O 
F a strati (2D) n.o direzioni UI/W = O ;> 2 
S a gradini (ID) n." direzioni III/W = l l 
K incorp. dir . (OD) n.O di rezioni UI/W ~ 2 O 

133. Carattere delle facce e [oro appartenenza alla forma d'equilibrio 
Si è già visto al paragrafo 1.1. che una forma cristallografica può comparire 

sulla forma d'equilibrio con probabilità tanto. più alta 'quanto più basso è il valore 
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dell'energia specifica d i superficie ad essa associata: su questa base è evidente che 
saranno le facce F quelle che potranno comparire con maggiore freque nza nelle 
forme d'equilibrio, in quanto ad esse sono associati i valori più bassi di y. Si pone 
invece il problema se le facce di tipo S e K possano o meno entrare a far parte 
della forma d'equilibrio, dati i valori generalmeme più elev:Hi di y ad esse associati. 
A questo proposito H artman (1958) propose un metodo rapido per discriminare 
sull'appartenenz.1 di una faccia S o K alla forma di equilibrio. Supponiamo che 
le facce (100) e (010) di un cristallo tridino siano facce F e che la (IlO), compresa 
tra esse, sia una faccia S (HARTMAN. 1955), come risulta dalla fig. 5. In questo caso 

, 
(110) S 

l'ig. 5. - Profilo di una fae<:ia tli tipo S compr~sa Ifa due facce 
di tipo F tli un cr;st3110 triclino (da HARTMAN. 1958). 

l'energia libera di superficie associata all'area di maglia AllO è esprimibile mediante 
le energie libere relative ali..: maglie di (100) e (010) e mediante un opportuno 
termine di correzione: 

AllO Yi lO = AH~) YtOO + AOiO YOIO + AllO L1 Yllo 

Ora, ricordando che dalla fig. 5 si ottiene: 

Aloo = AllO sen '112/sen ('III + '112) 
AOI O = AllO sen 'II1/sen ('III + '112) 

la (19) si può sCrIvere: 

(19) 

YIIO = Yloosen 'II~/sen ('III + 'II~) + YoloSen 'lll/sen ('III + '112) + L1 YIIO (19') 

Tale relazione può essere rappresentata geometricamente in maniera facilmente 
intuibile; in fig. 6 è individuato il caso limite in cui la faccia (nO) non appartiene 
alla fo rma d'equilibrio, ma è tangente ad essa nel senso di Wulff. Tale condizione 
si esprime imponendo che la distanz."l DC, rappresentante la YUO, rispett i la co
struzione di fig. 6 : 

DC = Y100 sen 'II~/sen ('III + 'II~) + YOtO sen '111/sen ('III + '112) (20) 

Il confronto tra la (19') c la (20) stabilisce che DC == YIlO se L1 Yull = O; la 
faccia (110) apparterrà quindi alla forma d'equilibrio se il suo profilo intersecherà 
quelli delle (010) e (100) in fig. 6, cioè se si verifica l'alternativa: 

yllo < DC ; L1YllO < O. (21) 
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La (21) può essere verificata in questo caso dal calcolo delle energie di intera
zic ne tra le catene PBC parallele a [ 001] ( H ART:.IAN, 1958). Esempi di calcolo dei 
valori di .dr rdativi ai cristalli ionici e non ionici mostrano, secondo H artman 
(1958), che:: nei cristalli ionici le facce S non possono apparu::nere ::alla forma d'equi
Iibrio, mentre, per cristalli non ienici, e a condizione che la (21) sia verificata, tali 
facce S vi potranno appartenere. Con lo stesso metodo viene di mostrato che tale 
proprietà è del lutto estra nea alle facce K, eccettuatO il caso di cristalli non ionici 
in cui un:l faccia K risulti all'intersezione di due o più facce di tipo S le q uali, 
a loro volt3, facc iano già pa rto;: della fo rma d 'equilibrio. 

c T 
1110) 

A 

D 

o 
Fig. 6. - Aptllicuionc d~l Tlffirema di wullf ~Ib 
b~ ( 110) dell~ fig. 5. 

Queste considerazioni risultano ne
cessarie per la comprensione della morfo
logia di crescita in quanto, ndl'abito 6-
naie di un cristallo, una facc ia può esi
stere soltanto se essa è apparsa in fase di 
nucleazione, al momento cioè in cui si 
realizza l'equilibrio labile necessario alla 
formazione dci germe cristalli no critico. 
i:: questo quindi il legame tra equilibrio 
e crescita per cui esiste una dipendenza 
all'origine della forma di crescita da quel· 
la d'equilibrio. Chiaramente poi la pro

babilità che una faccia sopravv iva durante la crescita sarà legata esclusivamente ai 
parametri ci netici e al carattere F. S o !<. della faccia stessa e di quelle ad essa contigue. 

2. Forma d'equilibrio e a(lsorbimento 

2.1. Influ~nza ddl'adsorbim ento SIIJl'en~rgia libera sp~cifica di spigolo e di SIIperficie 
I valori delle energie li~re speci6che di super6cie (YI) e di spigolo ('1i), cal

colati per un sistema cristallo-vapore vengono modi6cati, per una stessa struttura 
cristallina, quando essa si trova a crescere in una fase che abbia una composizione 
divusa rispetto al vapore puro o che presenti una struttura differente da quella 
di un gas. Può essere indicato come esempio il caso di un cristallo di NaCI im
merso: 
- nel suo vapore che contiene impurezze, 
- in soluzione acquosa pura (le molecole di H~O si comportano come un'impu-

rezza rispetto al cristallo di NaCI), 
- nd suo fuso puro (le interazioni delle molecole nel fuso non sono più t raseu· 

rabili come lo erano nd caso dd vapore). 

In tutti questi casi si dovran no ricalcolare i valori delle y/ e delle ,,/ per pre
vedere le modi6cazioni che pos~no intervenire nel carattere delle facce e 'luindi 
nd loro modo di crescita, oltre a quelle che ovviamente interverranno nella forma 
d'equilibrio del cristallo stesso. 
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2.1.1. SisUma cristallo-vapore in presenza di impurezze 
Seguendo i metodi proposti da Stranski (1949, 1956) e da Honigmann (1958), 

si sceglie un modello bidimeEsionale di Kossel come descritto in fig. 7 a. Lungo i 
filari di direzioni <lO.> e <Il.> si suppone vengano adsorbite delle impurezze 
le cui energie di interazione col reticolo sono rispettivamente w, e W2 per i siti dispo
nibili su <10.> e su <11.>. Limitando il modello d'interazione ai pri mi e se
condi vicini, l'energia di mezzo cristallo diventa in questo caso ~"2 = 2 1\.11 +2 1\.12. 
Se si vuole ora calcolare la condizione di stabilità per un atomo di vertice, come 
nel paragrafo 1.2., si dovrà eseguire il bilancio energetico della situazione rappre
sentata in fig. 7 b. La rimozione dell'atomo in V dal reticolo comporta preventi
vamente la rimozione delle impurezze adsorbite Al e A2; il lavoro richiesto per 
questa trasformazione è quindi: 21\.1. + ~2 + 2 w •. Il distacco delle particelle AI, 
A 2 e dell'atomo in V è compensato dall'arrivo dell'i mpurezza A3 che si adsorbe ce
dendo un'energia -W2. L'energia di separazione dell'atomo in V sarà quindi: 

affinchè l'atomo in V possa appartenere al cristallo è necessario che 4lv ~ < 4» lO . • 

All 'equilibrio deve essere sempre valida la condizione: 

dovrà quindi essere in caso di adsorbimento: 

da cui: 

Wdr 

" 
;, <>P {[", - (2 w, - w,)l/kT) (22) 

Ricordando che all'equilibrio cristallo-vapore, per la stabilità dell'atomo in V, 
valeva la condizicne (13), avremo le seguenti possibilità: 

p.' 
" < p" " 2 w, > w, (23,) 

p'" fi" " 2 w, ~ w, (23 h) 
" P'd' 
" > p" " 2 w, < w, (23 o) 

Dalle (23a, b, c) si deduce che, eccettuato il caso banale (23 h) per CUi l'adsor
bimento non altera la forma d'equilibrio, si avrà l'alternativa: 
- se 2 w, > W2 l'atomo in V sarà ancora stabile ad una sovrassaturazione inferiore 

a quella necessaria nel caso cristallo-vapore puro. Ciò implica che, mentre nel 
caso dell'adsorbimento, per p =P~~' la fo rma d'equilibrio sarà costituita solo da 
un q uadrato <10.> , senza adsorbimento e per lo stesso valore della sovrassa
(urazione essa presenterà anche i filari < 11 .>; 

- se 2 Wl < W2 si avrà una situazione opposta alla precedente: la fo rma d'equilibrio, 
in presenza di adsorbimento, presenterà, per lo stesso valore di p, tanto gl i spi
goli <10,> quanto gli spigoli <1 1. >; invece quella ottenuta senza adsorbi
mento presenterà solo gli spigoli < IO. >. 
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<lO.> 

a 

" 
V " 

= 
b 

Fig. i <I. - Sii; di adsorbimento di impurczu suJ!1i spi 
goli < IO.> c <Il.> di un cristallo di Koud bi
dimeM;onak 
Fig. i b. - Modello per il nlcolo dci bibnclo ener
getico che è auociam all';nnabilill detralomo in V. 

Utilizzando il medesimo proce
dimemo che si è seguito nel paragra
fo 1.2. si possono ora calcolare i va
lori medi dell'energia di separazione 
per atomo, relativamente ai filari 
<10.> e < Il.> rispetti vamente 
mediante lo schema di fig 8 a e 8 b, 
avendo preso in considerazione i pri
mi e i secondi vicini. Si otterrà così, 
in presenza di adsorbi mento: 

< 41 >~~~ = (<1>112 - ~l/nlo) + 
+ 2 (W2 - Wl)/ nlO 

< <I» ':':~ = (cb1/2 - \h/nn) + 
+ (2 Wl - 1»2)/ nll (24) 

Confrontando ora le (24) con le 
(14) e imponendo la condizione di 

equi librio « 41 >;~~ = < 41 >~~) si 
ottiene che la relazione (14') risul
ta sostanzialmente modificata dalle 
energie di adsorbimento; essa diven
ta infatti: 

Il confronto tra la (14') e la (25) permette una valutazione quantitativa del cam
biamento della fo rma d'eq uilibrio, per un cristallo bidimensionale, in presenza di 
adsorbimento sui suoi spigoli. Come si vede infatti dalla fig. 9, si possono calco-
lare i campi di va riazione della forma d'equilibrio in presenza di adsorbimento in 
funzione tanto del rapporto (~I/~Z) qu::mto del rapporto (WL/W'Z). L"l curva di fig. 9 
rappresenta la condizione per cui la forma d'equilibrio in presenza di adsorbimento 
è omatetica rispetto a quella che si ottiene senza adsorbimento, mentre per la coppia 
di valori (~I/~2).I' e (WI/W~).I' lo spigolo < lO.> sarà prevalente. Si verificherà 
invece la si tuazione opposta per il punto P', caratterizzato dai valori (~I/~!)' e 
(Wl/W2)", per cui dominerà lo spigolo < IL>. 

Abbiamo così esaminato come l'adsorbimento possa modificare la fo rma d'equi
librio per un cristallo bidimensionale; tale sit uazione si verifica regolarmente per 
i nuclei di crescita bidimensionali, presenti sulle facce F di un cristallo, qua ndo essi 
sono vicini alla loro dimensione critica. Le medesi me considerazion i possono 
naturalmente essere estese ad un cristallo tridimensionale di dimensioni fi nite 
(BLIZ"AKOV, 1958). 

Quanto si è detto sui cambia menti che intervengono nclle <41 > IO c <41> Il. 
può essere trasferito al calcolo delle energie libere di spigolo in presenza di adsor-
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bim~mo; dallo schema di fig. IO ~ ~r uno spigolo di lungh~zz.1 infinita, si otti~ne: 

Q:;':o.> = (Wl + 2 ~z - 2 Wl) / 2 a" = Q <lO. > - (wl/a,,) 

QO:::I.> = (2Wl + 2~2 - w2)/2 a" V2 = Q<ll.> - (fù2/ao v'2) 
(26) 

Le (26) mostrano come, .mche per un modello cristallino semplice, le Q~d. si 
differenziano daUe Q ottenute in ambiente puro. Una trattazione più generale del 
problema (KERN, 1968) permette di ottenere la variazione nella QnlO in funzione 
delle energie di adsorbimemo dci differcnti tipi di siti disponibi li su uno spigolo 
[uvw]. Scegliendo come tipi di siti quelli indicati con A e B in fi g. 4 ~ con <W>A 
e <W>8 i valori medi dell~ loro rispettive ~n~rgie di adsorbim~nto. l'energia 
specifica dello spigolo [/II.IfV] div~llIa: 

a 

b 
Fi,::. 811. _ Mnddlo pcr il calcol" di < <Il > per lo spigo
lo < lO.> in pr~senza d, 'mpure'w..: ad !orbil~ ~ui suni siti . 

Fi);:. Il h. _ Moddlo l'er il calcol" di <4» per lo spigo
lo < 11.> in l)r~sen7.3 di iml'urc7.ZC ad_bite sui suoi si ti. 

(27) 

La (27) indica chiaram~n

te che, a seconda del segno del-
I . 1 04. ' a par~ntCSl, a Q .. VKI puo ess~-
r~ inf~riore o superiore alla 
Qn .... Ciò significa che uno spi
golo stabile in ambiente puro 
può div~ntar~ instabile in pr~
sen7..3 di adsorbim~nto e vic~
versa. Le ri~rcussioni di qu~
ste variazioni sul caratter~ di 
una faccia sono di imponanz.1 
primaria nel processo di cre
scita: infatti basta che su una 
faccia F anche una sola dire
zione [ttvw] si destabilizzi a 
causa dell'adsorbim~nto. affin
chè si v~rifichi. S(:condo lo sche
ma di pago 686, la transizione 
della faccia al carattere S. Ri
sulta quindi che per una fac
cia K o una faccia S può suc
cedere la tr.ansizione inversa. 
Risulta quindi proponibile lo 
schema: F:.S, F~K, S~K, 

come dimostrala da STR .... NSK I (1956), Lo\cMAI"iN e STRANSK[ (1958). 
L'adsorbimento di impurezze dal\:J. fase ambi~nt~, se da un lato può portare, 

com~ si è visto poc'anzi, al cambiam~nto di caraU~r~ di una faccia cristallina, sicu
ram~nt~ agisc~ sulla sua ~n~rgia specifica di superficie, sulla base di pure conside
razioni lermodinamiche. Al1'~quilibrio termodinamico il teor~ma di Gibbs (1892). 
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che discende direttamente dal secondo principio, indica che un adsorbimento su 
una superficie causa una diminuzione della sua energia specifica. T ale diminuzione, 
espressa in termini differenziali, è; 

(28) 

dove n, è il numero totale di si ti accessibili sulla superficie, 1) è il tasso di neopri
mento in particelle adsorbite rispetto ad n~, CI è la concentrazioinc in impurezze della 
fase ambiente e l'indice i è relativo alla superficie della faccia ;-esima del cristallo. 
Per tale faccia varrà quindi la relazione seguente: 

yr ~ r;d. = ..1YI = n. itr kT in (1 + Ci) (29) 

2.2. Modificazione della forma d'equilibrio dovuta ali'adsorbimento 
Come conseguenza immediata della (29) il teorema di Wulff risulta modificato, 

in quanto alle yl della (18) si sostituiranno le y~dl, secondo la seguente relazione: 

(y, - ~y,) I h, = ~~ I 2 ". (30) 

?t 0<1. 

3'- \, (n,,) > ~ 
" nll nu 

------ ---~ 

------ - -1-----, , 
---------------------+p. , , , , , 

l'i;:, 'J. - Campo di '"ariazion" ddla forma d'equi, 
libri" di un cr;>tallo bidimensionale di Kosse1. in 
pre~n7.a di impurezze. 

È sufficiente quindi che le LiYI non 
siano proporzionali alle rispettive yl af
finchè le facce del cristallo aumentino o 
diminuiscano le loro dimensioni in mo
do non omotetico. 

In questo modo delle nuove facce po
tranno apparire sulla forma d'equilibrio, 
mentre :lltre, conseguentemente, potr:m
no uscirne. T uno ciò è fondamentale 
per stabilire un confronto tra la cristal
lizzazione naturale e quella di laborato
tio; mentre in quest'ultimo caso i para
metri della cristallizzazione possono es
sere mantenuti sotto un controllo relati

vo, ivi compreso il grado di purezza dei reagenti, in natura la complessità del chi
mismo delle fasi madri pone i germi cristallini in condizione di vedere abbassate 
le tensioni superficiali delle loro facce già durante l'intero periodo della nucleazione. 
È normale infatti ritrovare in natura cristall i con una morfologia molto più ricca 
di quelli della stessa specie ottenuti in laboratorio; il fenomeno può essere giusti
ficato da almeno due cause indipendenti: 

- la stabiljzzazione di facce S o K dovuta all'azione delle impu rezze le quali, anche 
se non incorporate nel reticolo, arricchiscono la forma d'equilibrio, come si è visto; 

- i tempi .di cristallizzazione naturali, caratterizzati da lunghe permanenze dci 
sistema vicino all'eq uilibrio (non ouenibili generalmente in laboratorio), per cui 
l'abito finale dei cristalli naturali è quello di cristalli cresciuti a valori di p 

molto bassi e tali da non permettere una grande differenziazione tra le velocità di 
crescita delle singole facce. 
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Fi)l:. lO. - Modello per il calcolo ddle energie di spigolo 
(P<IO.> e P<II.» in prescn>:a di adsorbimento. 

3. Forma d i crescita 

693 

Nel paragrafo seguente si ved rà come si possa ottenere sperimentalmente una 
forma di equilibrio. Per quanto riguarda l'ouenimento di una forma di crescita, 
esso non presenta ovviamente alcuna difficoltà, nè in natura nè in laboratorio; ciò 
cne è più problematico è la previsione, a partire dai soli dati strutturali riguardante 
le facce cne definiscono l'abito cristallino, una volta terminato il processo di crescita. 

Sappiamo già dal paragrafo 132. cne: 
- le facce F sono le sole a poter crescere in maniera riproducibile; il loro profilo 

è piano sino al livello di scala moleco!are (dul) ed esse presentano solitamente 
dei gradini di crescita dovuti o a nudeazione bidimensionale (cristalli perfetti) 
o a crescita per spiralc (cristalli imperfctti) (fig. 4 h); 
le facce S, K non crescono in maniera riproducibile; esse non restano necessaria
mente piane, non presentando strati di crescita dovuti ai processi sopraddetti 
(fig. 4 b). 

A partire da questo punto il problema SI pone in terrnllll CineticI : le facce ; che 
appariranno su una forma di crescita sono quelle che presentano le velocità normali 
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d i avanzamento Ri più deboli . La velocità di crescita R di una faccia dipende dai 
meccanismi specifici con cui essa avanza; teoricamente si tratterebbe di prevedere 
e calcolare i diversi processi ~uccessivi che una particella subisce prima di apparte
nere definitivamente al cristallo. L'esperienz.1 mostra che qualunque siano tali pro
cessi tfa loro differenti, nella crescita da vapore (BURTON et al., 1951), da fuso 
(TILLER, 1963; KERN e Sn.,ION, 1966) o da soluzione (BENNE.'.!"', 1965), si ha sempre 
la relazione: 

dove F m « S, K m . 

FR::::Fm(fi_ IY ( 1 ~r~2) 

s,KR = S,Km (P-l) 
(31) 

Dalle (31) si deduce che durante lo stato stazionario della crescita si avrà una 
el iminazione delle facce S e K e che solo le facce F, anche se non tune natural. 

mente, sopravviveran no tra tutte quelle 
che erano presenti all'equilibrio instabi le 

R 1 della lluc1eazione. Sempre dalla (31) si 

nota una non dipendenza delle velocità 
R 2 di crescit3 dai valori delle Y/, che non 

sono contenute implicitamente nelle 

R 

f3 -1· 

F.S.Km. Q uindi lo sviluppo relativo del

le facce di un cristallo non d ipenderà da 
quello che esse assunsero al momento del
la nuc1eazione e che è calcolabile me
diante la relazione di Wulff (18). Esso 
dipender:ì invece da p. Esaminando il ca

so di due forme, costiLUite da facce F, 

Fig. 11. _ Predominanza e ~sistcnz.a di forme ognuna delle quali caratterizzata, dur:l n
3PI'3r1enenii 3 facce F che CreSCono Con di~cr.c 
Itggi, dovute 3 cocfficicnti diversi, in funzione 
della sO\-rasaiurazione rr = ~ - l. 

te la crescita, da un coefficiente F mi, e 
facendo l'ipotesi ehe esse siano le sole 
forme a caratterizzare la forma d'equi li

brio, possiamo rappresentare le loro velocità RI in funzione dei valori crescenti di p 
(fig. Il ). Risulta chiaro che alle deboli sovrassaturazioni sarà la fo rma di RI a domi
nare, mentre alle alte sarà la forma di R2; alle sovrassaturazioni intermedie ci sarà 
invece una coesistenz.1 tra le due forme. 

4.. Realizzazione sper imentale della forma d'equilibrio 

La relazione di Wulff è valida all'equilibrio termodi na mico, indipendentemente 
dalla dimensione del cristallo che si considera; la possibilità d i osservare un cristallo 
nelle condizioni di equilibrio che verifichino la (18) è legata ovviamente alla possi
bilità di riprodurre sperimentalmente: 
- o la condizione di equilibrio labile che si stabilisce durante la nucleazione del 
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cristallo caratteriZ7..ata da un massimo nella variazione dell'entalpia libera del 
cristallo, 

- o la condizione di equilibrio stabile in cui un cristallo, una volta che la sua 
crescita è finita, viene a trova rsi rispetto alla fase ambiente diventata satura. 

Mentre il primo caso non prese nta possibilità di osservazione sperimentale, in 
quanto è utopistico, al momento, compiere osservazioni in situ su edifici cris[allini 
di taglia estremamente ridotta (da poche decine a qua lche centinaio di A) i quali 
tendono a disgregarsi o a crescere rapidamente a seconda delle Aultuazioni dci si
stema, nel secondo caso il problema presenta alcune difficoltà pratiche. Infatti la ve
locità con cui un cristallo può raggi ungere, alla fine della sua crescita, la sua forma 
d'equilibrio, dipende dalle condizioni particolari del sistema, c in gran pJrte dalle 

• dG 

n· 
nE 

L_~_\-~:-. 
n· n c 

a b 

Fig. 12 Il. - Esprt»iont lkll~ Y~riniunc di Em~ll)ia hbcr.l di un erist.allo che ti sviluppa in UM fase di 
dimensioni infinil" (n · nll1lrcscn13 il numero di nomi et..: eoslituiKOfIU il game critico earalleriu.:I to 
da un rquilibrio inst:lbilc). 
Fig, 12 h. - La fu no:ione .dG (var;~>:ion" di Em~ll)ia l;bcu) di un cr islallo chc crcsce in una fase di di · 
men,ion; fin;t" ("R rapprcKnla il numero d i atumi Co>li!uemi !3 forma d'equilibrio stabilc dd criSlallo), 

sue dimensioni. t noto infatti che i crislalli di piccole dimensioni raggiungono l'equi
librio più rapidame nte dei cristalli di dimensioni maggiori (B IENFAIT e KERN, 1964) 
cd è facile dedurre che se si vogliono osservare fo rme di equilibrio su cristalli di 
dimensioni visibili (microscopia convenzionale) bisogna preventivare tempi di messa 
all'equilibrio ecceziona lmente lunghi. 

Il superamento di questa difficoltà prese corpo con le esperienze di Klija (1955) 
basale sulle condi zioni proposte da Lcm mlei n (1954) affinchè un cristallo possa assu
merc spontaneamente la sua forma d'equilibrio. L'ipotesi di parten7..a di Lemmlein 
consisteva nell'assegnare alle reazioni di superficie cristallo-ambiente il ruolo essen
ziale nella messa all'equilibrio, Afll nchè tali reazioni siano rapide è necessario che 
ogni variazione di massa dd cristallo si traduca in una va riazione apprezzabile 
della concentrazione del mezzo ambiente; q uesto impone che: 

il sistema sia chiuso e il volume del cristallo sia confrontabile con quello della 
fase madre; 
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- la concentrazione della soluzione sia molto elevata (uso di composti moho so
lubili c lcm~ralurc di cristallizzazione piuttosto elevale); 

- che il sistema sia di dirncnsioni il più Tidotte possibili. 

Lo studio speri mentale di Klija che ne con.s<:guì portÒ all'utilizw lii goccioline 
di soluzione dell'ordine di 10- 1 _10- 2 rum di raggio, ottenute per evaporazione di 
una soluzione del composto in swdio. l cristalli formatisi per evaporazione parziale 
delle gocce potevano raggiungere un volume all'incirca ugua le alla metà delle gocce 
stesse, ma i risultati migliori si ottennero quando i cristalli occupavano circa un deci
mo del volume disponibile; l'isolamento del sistema venne ottenuto per immersione 
delle gocce in materiale plastico prcvcntivamente scdto. Mediante qUC!Sttl metodo 
cristalli di forma dendritica (quindi ixn lomani dall'equilibrio, in quanto tale forma 
è ca ratteristica ddle alte sov rassaturazioni) raggiunsero la fo rma d'cquilibrio nd 
giro di pochi giorni. 

Bicnfait c Kern (1964) diedero una struttura quantitativa a questo tipo di 
esperienze estremamente proficue ma qualitativc c ne diedero una corretta interpre
tazione termodinamica. Le: figure 12, dovute a questi autori, mettono a confromo 
le variazioni di entalpia libt=ra di un cristallo quando questo nasce e cresce in un 
sistema limitato e chiuso o q uando questo avviene in un sistema di dimensioni 
infinite. 

Nd caso di fig. 120 esiste una silUazione di equilibrio soltanto: quello rda
tivo alla nuc!eazione, ma esso è instabi le e qui ndi non utile pt=r l'osservazione. Nd 
caso di fig. 12 b esistono invece due punti di equilibrio: qudlo instabile di cui si è 
già detto e qudlo stabile, corrispondente ad un minimo nell'entalpia libt=ra dd 
cristallo. In corrispondenza di questo punto che !ende il cristallo stabile ed osscr
vabilc, il cristallo stesso è costituito da nE atomi, dove nli è sempre minore di ne 

(esprimendo ne il numero totale di particelle dci saluto presente nell'imera goccia). 
L'equilibrio ndla goccia è manlenuto da una sovrassaturazione residua p~ che è 
tanto più grande quanto più grande è lo scarto tra ne ed nE. Nel!"esperimento di 
Bienfait e Kern il raggiungirnento dclla taglia d'equilibrio veniva ottenuto a P e T 
costami; le variabili che subivano Auttuazioni attorno all'equilibrio erano la quan
tità di atomi costituenti il cristallo e le energie libt=re di supt=rficie yl delle singole 
facce. Le misure vennero eseguite su KCI, NaCl, NH~CI e NHtH 2POt utilizzando 
J>acqua come solvente. Venne notata una proporzionalità tra il tempo di raggiun
gimcnto dell'equilibrio e il raggio ddle gocce di soluzione (100 ore per una goccia 
dci raggio di 1 mm, lO ore per un raggio di 0.25 mm c un'ora per una goccia dd 
raggio di 0,05 mm). Nd caso specifico di NaCI in soluzione acquosa le Auttua
zioni della taglia dd cristallo avevano un'ampit:zza di circa lO strati dur al secondo 
pt=r le facce di non equilibrio, in una goccia del raggio di 0,05 mm. 

Le condizioni che favoriscono il raggiungimento rapido dell'equilibrio risul
tarono: 
- piccole dim~nsioni del sistema (raggio < 5 mm) e bassa solubilità dd composto 

(in contraddizione con le ipott:si di Le:mm!ein-Kliia): 
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piccole: d ime:nsionì del cristallo, in assoluto e: rispetto alle: dime:nsioni del siste:ma; 
- bassi valori dell e: energie: interfacciali yl. 
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