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ANS les questions relatives aux biréfringences on emploie des
formules approximatives, et je ne trouve relatée nulle part la
formule donnant exactement la biréfringence d’une face en fonction des
angles que sa normale fait avec les axes d’élasticité optique. Le but de
cette note est d’indiquer cette formule, d’ailleurs trés simple, et surtout de
montrer que la formule approximative habituelle se déduit de la formule
exacte en y supposant I'indice moyen infini.

On s’explique alors pourquoi, dans la plupart des questions relatives
aux biréfringences, la grandeur réelle des indices importe peu: pourva
que l'indice moyen conserve les différences existant en réalité avec les
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164 G. CESARO

indices extrémes, sa valeur peut subir d’amples variations sans que le
résultat varie d'une fagon appréciable?

Voici la propriété: © Si Uon considire un ellipsoide gui va en croissant,
tout en conservant entre ses axes des différences fintes constantes, la diffé-
rence des axes de Velltpse de section faite par un plan diamétral de direc-
tion constante tend vers une limite finie lorsque les axes de Vellipsoide
augmentent au deld de toute limite.

¢ Pendant le mouvement de croissance, les normales aux sections cycliques
vont en sapprochant du grand axe de Uellipsoide, mais tendent vers une
position limite lorsque les axes de Uellipsoide tendent vers Uinfini.

“ Si 1y, My, 1y, sONE les awes de lUellipsoide, et

»
Hy— Ty = 4
nyg—n, = B

Ry—iy, = C
leurs différences constantes, la position limite de la normale @ ume section
cyclique fait avec le grand axe de Uellipsoide un angle V donné par

R C
tg? V= —;{ . (1)

¢ Pendant le mouvement, les normales aux sections cycliques font des
angles variables avec la normale fixe de la section diamétrale considérée ;
si Uon désigne par 0 et 0’ les valeurs limites de ces angles, c'est-i-dire les
angles que la normale fixe fait avee les droites définies par (1), la différence

entre les axes de la section diamétrale a pour limite
X = Bsinbsin @’

Optiquement, Vellipsoide est I'ellipsoide inverse, ses axes my, n,, n,
les indices principaux, leurs différences 4, B, €' les biréfringences prin-
cipales, les normales aux sections cycliques les axes optiques, les axes
d’une section diamétrale sont les indices relatifs 4 une direction de
propagation normale & la lame, et la différence X entre ces axes est la
différence entre ces indices, c’est-a-dire la biréfringence de la lame.

Voici la démonstration de la propriété.

Marche des axes optiques® pendant le mouvement de croissance de
Vellipsoide.

1 Voir, par exemple : Bull. de I’Acad. royale de Belgique (Classe des Sciences),
No. 7, Juillet 1908, p. 649, et aussi I’exemple de la biréfringence de la calcite
déduite de la biréfringence de son clivage, traité & la fin de la présente note.

? J'emploie le langage optique ou le langage géométrique suivant que I’un ou
J’autre est plus concis ou plus clair.
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Si ¥V est Pangle variable que fait la normale 4 une section cyclique
avec le grand axe de l'ellipsoide, on 2

2 2
n, n -
g " D
tg V= o \/—,ﬁ—_nz ; 2)
y g "

ou, en désignant par x I'indice moyen n,,,

' {\/F_HA /2.&:(;*' _
V=atg (N7 oo N et 4l
La dérivée

VI=—‘\/RY‘- 3CII+A—-O

z(2x+4—C) V(x4 4)(22—C)

est essentiellement négative, car 4 et C sont de Vordre des millitmes et
2 est plus grand que I'unité!; donc V décroit constamment lorsque z
augmente, et la normale 4 la section cyclique va en se rapprochant, d'une
maniére continue, du grand axe de Pellipsoide. Pour @ = o,

V = arctg \/;16— .

-

azelVi
A’\

-

[5Y

]

La figure représente schématiquement la variation de V avec l'indice
moyen. Dans la partie optiquement utile, la branche devient presque

1 Cette restriction est méme inutile, car, va que ny>n,,>np, 4 et C sont des
nombres positifs; or, pour que ¥ soit réel, il faut que 2x>C; on a donc aussi
8x>0, ete.

02
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paralltle 4 axe des w; ainsi, par exemple, pour le péridot pour lequel
n, = 1,697 n,, = 1,678 n, = 1,661 (Des Cloizeaux)
et, par conséquent,
A =19 milliémes, C = 17 millitmes,
on a
z | 1,017* 1,6 1,678 1,7 10 ®
V| 44° 10" 43°53'5 43°52" 43° 51,6 48°29 43° 24’ 2775°

Différence des axes d'une ellipse diamétrale découpbe par un plan dont
la normale fait avec les axes de Uellipsvide des angles a, 8, y (v = cos a,

= cos 3, w = cos y). — On suppose I'axe # dirigé suivant n,, y suivant
n,,, % suivant »,. —

8i sur le diamétre normal 4 chaque section diamétrale on porte des

. 1 . .
longueurs égales aux Inverses v des axes de la section, le lieu des

extrémités est une surface 4 deux nappes,® ayant pour équation polaire

2,2 2,2 2,2
win, vtn?,  winl, 0
v T T,
P m g
ou
2 052 2 1y 2 2 pa2 .1
(%, + 0Pt F ot e ) 3)

2 m? qin? 2 2 oin? 2 % 2 2 2 52 b —
— (n’ym?, sin a+n’yn’ sin® B+ 5, nhy, sin y) +nty 0ty niy =0

et, pour abréger,
Mnt— Nn*+ P = 0.

La résolution de cette équation donnerait les valeurs n’ et n” des axes
de Pellipse de section,? indices de réfraction du rayon normal 4 la section
considérée, axes dont la différence est la biréfringence de la section

X =n'—n".
On a -
N \j? N—2 v~/ MP
pJ—— ] "2 ___ ‘! — . — —_— = ———— 4
X2=a"24n 2n'n i 2 4 V73 (4)

1 C'est la plus petite valeur que 'on puisse attribuer i z, car elle correspond
a Ny = 1.

2 On voit que lorsque x varie depuis 1,017 jusqu’a o, ¥ ne varie que d’en-
viron 0° 46’ ; on peut dorfc donner & I'indice moyen, dans la formule (2), des
valeurs grossidrement approchées, telles que 1,6 et 1,7, pour obtenir ¥ & une
minute pras.

3 Appelée surfuce des vitesses mormaies, le rayon vecieur, inverse de Vindics,
représentant Ia vitesse de propagation normale.

4 J’ai donné une solution géométrique de ce problome dans les Mémoires de la
Société royale des Sciences de Lidge, 1898, 2¢ série, t. xx, pp. 6 et 7.
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et, en remplagant 3, N, P par leurs valeurs, X? =

2 52 12 2 2 Qing 2
oo, sin’a + 77 n® sin B+ mn?, w ' BN y—2n o T Va2 coss?cz-*-n2 co8 B-{-n costy

n’, cos® a +n',, cos? ,3+ngcos2y ®)

Telle est la formule donnant exactement, de la fagon la plus générale,
la biréfringence d’'une face en fonction des indices principaux et des
angles que la normale 4 la face fait avec les axes d’élasticité optique.

On vérifie facilement cette formule dans les cas particuliers: section
normale & un axe d’élasticité, on passant par un axe d’élasticité optique;
en égalant le numérateur i zéro, on retombe, aprés calculs, sur la
normale & une section cyclique, ete.

Limite vers laquelle tend X lorsque Uindice moyen tend vers I'infini, en
laissant les biréfringences constantes. —
Si Ton désigne Vindice moyen par x, on a

ng =a+ 4
Ry =X
Ny =& — 0;
lorsque x tend vers oo,
n,
lim, — = hm. =1,
x

de sorte que, si I'on prend « pour l’inﬁnlment grand principal, g et
gont des infinis du premier ordre.  Quant aux coefficients
M= Enzpcos”a, N= Enegngmsinza, ER N

g
ils sont respectivement de Pordre deus, quatre et siz, vu que
im =1, tm =2, im D=1
@ a®

Il g'ensuit que les formules (5) et (4) deviennent indéterminées
lorsqu’on y fait n,, = oo, car le dénominateur est un infini du second
ordre et le numérateur est la différence de deux infinis du quatriéme
ordre, différence qui powrrait étre du quatriéme ordre,' mais qui est ici
d’un ordre inférieur, vu que son rapport & z* tend vers zéro; suivant
Vordre de cette différence, X2 augmentera indéfiniment avec , tendra
vers une quantité finie positive, ou vers zéro? Pour faire disparaitre
Vindétermination, on éerit

—4 MP
N e ]

M(N+2v HP)

1 Dans ce cas, X augmenterait indéfiniment avec x.
Z On ne réussit pas mieux en divisant les deux termes de Pexpression (5) par

T2

(6)

0
nt, : indétermination apparait alors sous la forme o
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puis
N —4 U P = {(n*)—ny) 0’y w — (", — 1)) 0* ) w* + 0y, (0% +12))} 2
—4x g'"’?m P {(n? g—nm) w?—(n? m sp) % +M}
= 4% (n, + )’ 'y w'+ C* (n, + @) n'yw +Bzm‘(ng+'np)
—-2A0(w+ )(ac+n )n2 (GRS
~24B8 (w+fn 'v’nzp (n +n, )
—2BO’(x+fnp)w2n u? ('n +ny, (7
Par cette transformation,® 4 cause des facteurs constants 4%, (2, B
etc., N2—4 MP a tous ses termes du sixiéme ordre et le dénominateur
est du sixidme ordre; en divisant haut et bas par 2% et passant a la
limite, on obtient 4 pour le dénominateur et, aprés simplification,
X%im, = A2 wt+ C* ut + B2 =2 4C%* w? — 2 A Buw*—2 BCu?, 8)
Introduisons dans cette expression les angles @ et 6’ que la direction
u, v, w fait avec les normales aux sections cycliques limites, normales
dont les cosinus directeurs sont respectivement 2

'"\/B’ o, B ’
ces angles sont donnés par
VB.cosb=wvAd+uvC,
VB.cost=wvA—uvC;
et, comme (8) peut s’écrire
X, = (dw?+ C? — B+ 2uw +/AC) (4* + O — B—2uw +/ A7)
= {B—(w v/ d+u 0y} {B—(w v/A~uv/T)}, (9)

on en conclut
Xijy, = Bsin0sin &, (10)

qui est la formule approximative habituelle.

Seconde expression exacte de la biréfringence.
L’expression (7) peut étre décomposée en deux facteurs;® en opérant
comme sur (8) et en tenant compte de (2), on obtient

VN =4 MP = B(n,+n,) v, sin 0 sin ¢ ; (11)

1 La partie essentielle de cette transformation, qui change n3;+n%, en
n¥y—nly, est soulignde,

? D’aprés la formule (1).

3 En ajoutant et retranchant 4 AC(z+ny) (x+ny) n?ynyutuw?, on obtient une
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de sorte que (6) devient

v B (n,+n,) v’ sinfsin ¢’ (12)
-7 V4 Enzp cos® a (Bn?,, n“g sin® a_f%_; }zm)np Vﬁﬂé;;;sz a‘) )

Dans cette expression & et 8 représentent des angles variables avec
7y, tandis que dans (10) @ et 8 sont les limites de ces angles lorsque
I'indice moyen devient infini.

Formule & chotsir pour le calewl numérique de la biréfringence exacte.
Je prendrai comme exemple une face du péridot, minéral donné par
n, = 1,697, n, = 1,678, =, =1661;

la face est donnée par
a=258°54", B=59°50"; dol:y=50°44" 58”,256."
On calcule
20’ cos’ @ = 2,8216496
2y, 7%y 8in® @ = 15,8909546.

La formule (5) est impropre au calcul numérique parce qu’elle donne
X? qui est de Pordre des millioniémes, par la différence de deux nombres
plus grands que P'unité; or, les tables de logarithmes ne pouvant fournir
qu'un certain nombre de figures, les chiffres deviennent incertaing la ol
ils doivent étre utilisés. Ainsi, en écrivant

pol T
Vi=g—2 ’

y
7 = 5.6317964

on obtient:

P
2\/ 3 = 56814712

X% = 0,0003252;
d’ot X = 18 milliémes.

La formule (12) ne présente pas ces inconvénients, parce que les
nombres presque égaux se trouvent au dénominateur & l'état de somme

différence de carrés. Si I'on continue la décomposition, on obtient une formule
utilisable sous la forme approximative (9) n’exigeant pas le calcul de 8 et 6:
Xl = (WE+wV/ A+0/0) (W B+w/4~uy/0) (VB-wy/d+uy/C) )
(W' B—wv 4 —~us/C).

Dans le cas de la face du péridot traitée ci-aprds, on a:
A4=19, B=386, C=17, w4 = 2,76, us/C =248, /B =6

X2y, = 11,19.6,33.5,67, 0,81 = 325,31 ; d’olt Xy, = 18 millidmes.

1 (est la face ¢; = 121,
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et que le numérateur est un petit nombre pouvant étre précisé avec
beaucoup d’approximation. Ainsi, dans notre cas, on obtient

log. ¥ = 1,28278174

log. D = 097633527

log. X = 2,25644647

X = 0,0180487

ou, en millidmes, X = 18,0487.

vraie

AT p

517 et 2\/71, qui revient a la

presque égalité de Zn’, n? sin’a et 2n, n, n, + In®) cos’a, suggére
une simplification de la formule (12), qui peut s'écrire approximativement
B (ng + np) n?,, sin f sin §’

V2 En“p cos’a . En"g n?, siu®a

La presque égalité des quantités

>

Dans notre cas, cette formule donne

X = 18,0485.

Les formules limites donnent :
V =438°24" 27747, 6=2380°10"10"81, ¢ = 86°51’ 37”,63
Xijim, = 18,0651.

Voici un exemple dans lequel on passe de la biréfringence .Y mesurée
dans une face d’orientation connue 4 la vraie biréfringence B; je choisis
un cas ou la biréfringence est extréme, cas dans lequel la formule limite
ne suffit pas, et o il faut donc connaitre l'indice moyen pour l'emploi
de la formule exacte; or, on verra que la connaissance de l'indice avec
un seul chiffre décimal suffit pour résoudre la question.

PRrOBLEME. — On & mesuré la biréfringence X dans une face oblique
a Vaxe d'un cristal optiquement uniaxe et négalif. En déduire la vrate
biréfringence B = gy .

Le corps est la calcite ; la face est son clivage, dont la normale est
tnclinge sur Uawe optique sous un angle de 44° 837, La biréfringence
mesurée est

X = 93,6 milliémes ;
on a obtenu pour Vindice ordinaire

1,6<n,<17.
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Ici Pellipsoide est de révolution autour de lindice 7, dirigé suivant

Taxe #. La formule relative aux uniaxes pourrait &tre obtenue en
faisant dans (12):

Ny, = Ny 0=¢ =a;

mais le caleul est assez long et il vaut mieux remonter & l'équation (8):
lorsque dans celle-ci on fait 7, = n, le premier membre devient divisible
par n?~mn’, et I'on obtient pour la valeur du petit indice de la section

e Ny 2y, (13)

2 3 PRI
i
x/npcos a+ngsn a

puis

o
X=”’g_“=“g(1_ : )
/\/ngp cos®a+ nzg sin®a
Pour obtenir la formule inverse, on tire de (18)
nn,, Sin a
? «/nzg._n%os”a

on a alors

(n,—X)sina
B=n,—n = 1~ g .
g D ng( “/"'Zg—(ng"“ X')z cos? a)

En remplagant dans cette formule X par les valeurs mesurées et en
y faisant a = 44° 87, on obtient la valeur de la biréfringence ; or,
pour » = 1,6 on trouve B = 174,486
» n=17 » B =17527
el la vraie biréfringence de la calcite est B = 175.

La formule limite (10) devient ici

X

T sin%a

= 189,74.

Voici différentes valeurs obtenues pour ny, et pour B, lorsque ny croit
depuis 1,5 jusqu’a .

ng 15 1,6 1,658 17
n, | 1326447 1425542 1483068 1524734
B | 17355 174,46 174,94 175,27
n, 18 1,9 2 o

n, | 1,624006 1723349 1822751 ®

B 175,99 176,65 177,25 189,74
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Lies nombres exacts pour la calcite sont
n, = 1,668, n,=1,483; dodt B=17b;
on en déduit, pour la biréfringence du clivage,
X = 93,6864 ;
nous avons pris 93,6 parce qu'une si haute biréfringence est déja trés
difficile & obtenir pratiquement & un dixi¢me prés; ceci explique les
légéres divergences avec les nombres réels des valeurs de =, et B,

y
relatives 3 By = 1,858, que I'on observe dans le tablean qui précede.




