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D ANS les questions relatives aux birdfringences on emploie des 
formules approximatives, et je ne trouve relatde nulle part la 

formule dormant exactement la birdfringenee d'une face en fonction des 
angles que sa normale fair avec les axes d'6/asticitd optique. Le but de 
cette note est d'indiquer cette formule, d'ailleurs trbs simple, et surtout de 
montrer clue la formule approximative habituelle se ddduit de la formule 
exacte en y supposant l'indiee moyen infini. 

On s'explique alors pourquoi, dans la plupart des questions relatives 
aux bir6fringenees, la grandeur r6elle des indices importe peu : pourvu 
que rindice moyen conserve les diff6renees existant en rdalitd avee les 
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164 (~. CES.kRO 

indices extr6mes, sa valeur  peut subir  d'amples variations sans que le 
r~sultat varie d 'une fa~on appr6ciable. '  

Voici ]a propri~t~ : ' Si  l'on consid~re un elliTsoide qul va en croissant, 

~out en eonservan~ entre ses axes des dijff~renees finies eonstanus, la diffe- 
rence des axes de l'ellipse de section faite par un  plan diam~tral de direc- 
tion constante tend vers une limite finie lorsque les axes de l'elli3~so;ide 
augmenten~ au del& de toute llmite. 

' Pendant ~ mouv~ten~, de. croissance, les normales aux sections cycliques 
yon2 en s'at~l)rochant du grand axe de l'elli2so'ide , raais tendent vers une 
position limite lors~ue les axes de l'elliTsoide tendent vers l ' i ~ n i .  

' S i n g ,  nm, np sent les axes de l'elliTso~ide, et 

~g - -n  m ~ A 
rig--rip = B 

leurs differences constantes, Za Tosition limite de la normale h une section 
cyclique f a i t  avec le grand axe de l'elliTsdide un  angle V donn~ par 

C (1) 
t g  ~- V =  -A- " 

' Pendant re ~nouvement, les ~iormales aux sections cycliques fon t  des 
angles variables avecla normale j~ce de la section diam~trale consid$r~e ; 
si l'on d~signe par 0 et O' les valeurs limites de yes angles, c' est-&-dire les 

angles que la normale f ixe fair avee les droites d$finies Tar  (1), la difference 
r les axes de la section diam~trale a 1)our limite 

X = B sin 0 sin 0'. '  

0pt iquement ,  l 'ellipsoide est l 'ellipsoide inverse, ses axes ng, nm, nt) 

les indices pr incipaux,  leurs differences A, B, C les bir~fl'ingences prin-  
cipales, les normales aax sections cycliques les axes optiques, les axes 
d 'une section diam~tra]e sent les indices relatifs "~ une direction de 
propagation normale ~ la lame, et la difference X entre ces axes est la 
diffSrence entre ces indices, c 'est-h-dire la bir~fringence de la lame. 
u  la d~monstration de ]a propri6t~. 

Marche des axes optlques 2 Tend.ant le monvement de croissanee de 

l '  ellipsdide. 

x Voir, par exemple : Bull. de l'Acad, royale de Belgique (Classe des Scienees)~ 
No. 7, Juillet 1908, p. 649, et aussi l'exemple de la bir6fringence de la ca/c/re 
d~duite de la bir~fringence de son clivage, trait~ ~t la fin de la pr4sente note. 

2 J'emploie le laagage optique ou le langage gdom4trique suivant que Pun ou 
l 'autre est plus tenets ou plus clair. 
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Si V e s t  l 'angle variable que fair la normalo "~ une section cyclique 
avec le grand axe de l'ellipsoide, on a 

,, / n 'm _ n-----~p 

ou, en ddsignant par x l'indice moyen rim, 

V = a r c t g l ~  ~,'-I=A.. /-2,:--(~ 

La ddrivde 
Y' = - -  s / ~ .  8 x + A  - C  

~ (2~+a-e)  J(2~+A) (2~-0) 
eat essentiellement ndgative, car A e t  C sont de rordre  des milliemes et 
x eat plus grand que runi td~;  donc V d~croit eonstamment lorsque x 
augmente, et la nol-male '~ la section cyclique va en se rapprochant, d'mae 
mani~re continue, du grand axe de l'ellipsoide. Pour x -~ or 

V ---- arctg ~ / C  . 

I 
I 
i 
l~SO 
( 

j: 

,! 
r 

I ' .  

"V 

, 1 1 .... ' ............................. i ....... 
E 

La figure reprdsente schdmatiquement la variation de V avec rindice 
moyen. I)ans la partie optiquement utile, la branche devient presque 

z Cette restriction est mfime inutile) car, vu que ng~n,~np) A e t  G sent des 
nombres positifs; or) pour que V soit rdel) il faut que 2x>C; on a donc aussi 
~>C, etc. 
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166 ~. cxsX~o 

paral l~le  it l 'axe des x ;  ainsi,  pa r  exemple, pou r  le ~&idot pour  lequel 

ng = 1,697 n m = 1,678 np = 1,661 (Des Cloizeaux) 

et ,  p a r  cons6quent,  

A = 19 milliemes, C = 17 milliemes, 
oil I~ 

x 1 ,017 ~ 1,6 1,678 1,7 10 

V 44 ~ 10'  48 ~ 58",5 43 ~ 52 '  48  ~ 5U,5  48  ~ 29" 48 ~ 24 '  27f~,52 

Difference des axes d'une dliTse diam~trale d~cout)~e Tar  un T lan  dont 
la normale fair avec les axes de l' elli2so~de des angles a, fl, ~ (u = cos a, 

v = cos/3, w = cos ~). - -  On suppose l 'axe x dirig6 su ivan t  rip, y su ivan t  

rim, z suivant  n g . -  
Si sur  le diam~tre normal  "~ chaque sect ion diam6tra le  on porte  des 

1 
longueurs  6gales aux inverses - -  des axes de ]a section, le l ieu des  

n 

extr6mit6s est une surface/~ deux nappes,  ~ ayan t  pour  6quat ion  polaire  

't~ 2 ~z2p q2) 2 n2g + v2n2~m + = O, 

011 

- -  (n2g n~m sin ~ a + n~g n ~  sin ~/3 + n~p n~m sin ~ ~/) n: + n~p n~m n:g = 0 

et, pour  abr6ger, 
M n  ~ -  2 f n  ~ + P = O. 

La  r6solution de cette 6qua t ion  d o n n e r a i t  les va leurs  n ~ et  n '~ des axes  

de  ! 'ellipse de section, ~ indices  de r6f rae t ion  d u  rayon normal  b, la sec t ion  

consid6r6e, axes dont  la diff6rence est  la bir6fr ingence de la ~eetion 

X = n'--n '~. 
On  a 

X ~ = , r  M ' (~) 

1 C'est la plus petite valour que l 'on puisso attr ibuer ~ x, car elle correspond 
k np -~ 1. 

2 On voit que lorsque x varie depuis 1~017 jusqu'k % V ne varie que d~en- 
vi ron 0 ~ 46' ; on pout doric donner k l ' indice moyen, duns la formule (2), des 
valeurs grossi~rcment approch6es, telles que 1~6 et 1,7, pour obtenir V ~t uno 
minu te  pr6s. 

Appelge surface des vi~esses normaZes~ le rayon vecteur~ inverso do l~indice, 
repr6sentant  la vitesse de propagation normale. 

J 'ai  donnfi nne solution g6om6trique de ce probl~me duns los ~Idmoires de la  
Soci6t6 royale des Sciences de Ligge, 1898, 2 e s6rie~ t. xx, pp. 6 et 7. 
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et, en rempla~ant 211, N, P par leurs valeurs, X ~ ---- 

n~p cos ~ a "4- n'~m cos 2 ~ + n29 cos 2 y 

Telle est la formule donnant  exactement,  de la fa?on la plus g6n6rale, 
la bir6fringenee d 'une face en fonction des indices pr incipaux et des 
angles clue la normale "s la face fait avec les axes d'61asticit6 optique. 

On v6rifie faeilement cette formule dans les cas part icul iers  : section 
normale ~ un  axe d'61asticit6, ou passant  par  un  axe d'61astieit6 optique; 
en 6galant le num6rateur  "& z6ro, on retombe, apr~s calculs, sur la 
normale "~ une section cyclique, etc. 

Limite vers laquelle tend X lorsq~e l'indiee moyen tend vers l'infi~i, en 
laissant les bir$fringences cans tantes . -  

Si Yon d6signe l ' indiee moyen par  x, on a 

ng =x-4-A  
~lm ~ X 

np = x - C ;  
lorsque x tend vers oo, 

lira. ng = lira. np = 1, 

de sorte que, si Yon prend x pour  l ' inf iniment  grand principal ,  ng et % 

sont des infinis du premier  ordre. Quant  aux coefficients 

M = ~. n ~  cos ~ a, yV = Z n~ ngm sin 2 a, t ) = ~2g n~m n2p, 

ils sont respeetivement de l 'ordre deux, quatre et six, vu que 

l i r a . M =  1, lira. raN--7 = 2, lim. mP-~= 1. 

I1 s 'ensuit  que les formules (5) et (4) devienuent  ind6termin6es 
lorsqu'on y f a i t n  m = oo, car le d6nominateur est un  infini du second 
ordre et le num6rateur  est la diff6rence de deux infinis du quatri~me 
ordre, diff@ence qui  pourrai t  ~tre du quatri~me ordre, ~ mais  qui  est iei 
d 'un  ordre inf6rieur, vu que son rapport "& ~ tend vers z~ro ; suivant  
l 'ordre de cette difference, X 2 augqnentera ind6finiment avec ~c, t endra  
vers une quanti t6 finie positive, ou vers z6ro. ~ Pour  faire disparal t re  

r ind6terminat ion,  on derit 
N ~ -  4 M P  (s) 

x ~ = ~ ( zv + 9, , /  ~ P  ) ' 

i Dans ee eas, X augmonterait ind4finiment avee x. 
2 On ne r6ussit pas mieux en divisant les deux termes de Pexpression (5) par 

0 
n%~ : l'ind~termination apparait alors sous la forme ~. 

@ 
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puis 

= , ~ +~,~ (~  + %)}' 

Par  eette transformation,  ~ '~ cause des faeteurs constants A ~, C ~, B ~, 
etc., J Y ~ - 4 M P  a tous ses termes du sixibme ordre et  le d6nominateur  
est  du sixi~me o rd re ;  en divisant  hau t  et bas pa r  x ~, et  passant  "s la 
l imite,  on obtien~ 4 pour le d6nominar et, apr~s simplification, 

X~lim. = A ~ w ~ + C ~ u ~ + B ~ - - 2 A C u ~ w ~ - - 2 A B w 2 - - 2 B C u  ~. (8) 

Introduisons dans eerie expression les angles 0 et  0 ~ que la d l rec t ion  
u, v, w fair avec les normales aux sections eycliques limites, normales 
dent  les eosinus directeurs sent respect ivement  ~ 

o, Q 

-4g, o, 
ces angles sent denn i s  par  

~ / ~ .  cos o -- ,~ jX+,, 4~,, 

et, oomme (8) peut  s '6crire 

x ~ .  = ( ; ~ , +  c~  ' - B  + 2 , w  4~--Q ( ; w  ' + e ~ ' - B - ~ u ~  ~ /TQ 

= {~-(w 4T+~ Jc)~} {B-(~, ,,'~--~ J~-),}, CO) 
on en conclut 

Xl~m. = B sin 0 sin 0', (10) 

qui  est la formule approximat ive  habituelle.  

Seconde exlaression exac~e de la 5ir~f, ringence. 
L'expression (7) peut  6tre d6compos6e en deux facteurs ; a en op6ran~ 

commc sur (8) et  en tenant  compte de (2), on obt ient  

W" N ~ - 4 M P = B ( n g + np) n: m sin 0 sin 0 ' ;  (11)  

La pattie essentielle do cotte transibrmation~ qui change n~a+n~) on 
n~a-n2zo~ est soulign6e. 

2 D'apr6s la formule (1). 
a En ajoutant et retranchant 4AC(x+np)(x+~a)n2~n~gu2w 2, on obtient une 
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de sorte que (6) dev ien t  
B (n~ + rip) n2m sin 0 sin 0' 

X = (12) 

Dans cette expression O et 0'  repr6sentent des angles variables avec 

~tm, tandis que dans (10) 0 et O t sent les l imites de cos angles lorsque 
l'indice moyen devient  infini. 

Formule & clwisir Tour le calcul num~rique de la bir$fringence exacte. 
Je  prendrai  comme exemple une face du p~ridot, min6ral donn6 par 

n g =  1,697, n m = - 1 , 6 7 8 ,  n p = 1 , 6 6 1 ;  
la face est donn6e par  

a = 58 ~ 54' ,  fl = 59 ~ 50 '  ; d'o~ : 7 = 50 ~ 44 '  58" ,256 . '  

On calcule 
E n ~  cos 2 a ----- 2 ,8216496 

~,n'~mn~g sin 2 a ~ 15,8909546. 

La formule (5) est impropre au calcul num~rique parce qu'elle donne 

X ~, qui  est de l 'ordre des millioni~mes, par  la difference de deux hombres 

plus grands que l 'unit6 ; or, ]es tables de logarithmes ne 10ouvant fournir  

qu 'an certain nombre de figures, les chiffres devlennent incertains l"k oh 

ils doivent ~tre utilis6s. Ainsi ,  en ~crivant 

X 2 = ~  - 2 

on ob~ient : 2V 
= 5,6317964 

2 ~ P [  ---- 5 ,6814712 

X ~ ---- 0 ,0008252;  

d'ofl X ---- 18 milliemes. 

La formule (12) ne pr6sente p a s c e s  ineonvdnients, parce que les 

hombres presque 6gaux se t rouvent  au d6nominateur 's l '6tat de somme 

diffdrence de earrds. Si l'on con~iaue la ddeomposition, on ob~ien~ une formule 
utilisable sous la forme appreximative (9) n'exigeant pas le ealcul de 0 et 8' : 

Dans le eas de la face du p(iridot trait~e ci-apr~s, on a : 
A = 19, R = 36, C ~ 17, wv / ]  = 2,76, u~C= 2,43, ~/B = 6 

X21jm. = 11,19.6~83.5,67.0,81 = 325,31 ; d'ofi -,Vl~m. = 18 milliemes. 
1 C'est la face e 3 = 121. 
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et que ]e num~rateur  esr un  peti t  nombre pouvant ~tre prdcisd avec 
beaueoup d 'approximation.  Ainsi ,  dans notre cas, on obtient  

log. N = 1,23278174 

log. D = 0~97688527 

log. X = '2,25644647 

X = 0,0180487 

ou, en milliemes, X = 18,0487. 
vr(~i~ 

Y %/1" 
La presque 6galit6 des quantit6s ~l[ et 2 , ~ ,  qui revient  '~ la 

presque 6galit6 de ~n2~n nzg sin 2 a et 2 qzg %r, np ,d'Zn2p cos 2 a, sugg~re 
une simplification de la formule (12), qui peut  s'6cl'irc approximativement  

z (% + %) .~,,~ sin 0 ~in O' 

Dans notre cas, eette formule donne 

X = 18,0485. 

Les formules llmites donnent  : 

V = 43 r 24 '  27",47, 0 = 30 ~ 10'  10",81, 0'  ---- 86 ~ 51 '  37'I,63 

Xlim. = 18,0651. 

Voiei un exemple dans lequel on passe de la bir6fringence X mesur6e 
dans une face d 'or ientat ion connue it la vraie bir6fringenee B ;  je ehoisis 
un  cas oh la bir6fringence est extreme, cas dans lequel la formule l imite 
ne suftlt pas, et oh il  faut done connaitre l ' indice moyen pour l'emploi 
de la formule exacte ; or, on verra que la eonnaissance de l ' indice avec 
un  seul ehiffre d6cimal suffit pour r6soudre la question. 

P~OBL~r~E.-  On a mesur~ la bir~fringence X dans une face oblique 
l'axe d'un eristal optiquement uniaxe et n~yatif. E n  d~duire la vraie 

bir~frinjence B = ng--np.  
Le eorTs est la calcite ; la face est soT~ clivage, do'at la normale est 

inclin~e sur l'axe oTtique sous u~e angle de 44 ~ 37 ~. La  bir~fringence 
~lvesur~e est 

X = 93,6 milliemes ; 

on a obtenu Tour  l'indice ordinaire 

1 , 6 < % < 1 , 7 .  
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Iei l'ellipso~de est de r6volution autour de l'indice np dirig6 suivant 
]'axe x. La formule relative aux uniaxes pourrait  6tre obtenue en 
faisant dans (12) : 

n m = n g ,  O =  O' = a ;  

mais le c~dcul est assez long et il  vaut mieux remonter ~ l'6quation (3) : 
lorsque dans celle-el on fair q~m ~ q~g, le premier membre devient divisible 
par n~--n:g et l'on obtient pour la valenr du pet i t  indice de la section 

~ g ?'tp 
= (i3) 

J n ~  co~ ~ . + ~ g  ~i,,: ~' 

x = b - ~  = ~ ( 1  - ~ / ~  costa + ~  

Pour obtenir la formule inverse, on t ire de (13) 

nng sin a 

% "V/~Z2g-- n ~ COS ~ a 

on a alors 

B = ~ , - %  = b ( 1  - ( b - - X ) ~ i u a  " 

En rempla~ant dans cette formule X par les valeurs mesur6es et en 
y faisant a = 44 r 87', on obtient la valeur de la bir@fringence ; or, 

pour n = 1,6 on trouve B ---- 174,46 
,, n = 1,7 ,, B ---- 175,27 

e~ la vraie bir6fringenee de la calcite est B ---- 175. 

La formule limite (10) devient iei 

X 
B - -  sin2 a - -  189,74. 

u diffdrentes valeurs obtenues pour np et pour B, lorsque ng eroit 
depuis 1,5 jusqu ' i  0o. 

~g 

B 

ng 

% 
B 

1,5 1,6 1,658 1,7 
1,326447 1,425542 1,483063 1,524734 

173,55 174,46 174,94 175,27 

1,8 1,9 2 
1,624006 1,723349 1,822751 

175,99 176,65 177,25 189,74 



172 6. CESAR0: ~0RMULE G~N~RALE DE LA BIR~FRINGENCE, 

Les nombres exacts pour la calcite sont 

~g ----- 1,658, np ---- 1,483 ; d'o~ B ---- 175 ; 

on en d~duit, pour la bir~fringence du clivage, 

X ~ 93,6364 ; 

nous avons pris 93,6 puree qu'une si haute bir~fringence est d~j~ tr~s 
dlmeile s obtenir pratiquement ~'~ un dixi~me pros; ceci explique Ies 
]~g~res divergences avec les hombres r~els des valeurs de np et B, 
relatives ~ n g =  1,658, que l'ou observe duns le tableau qui pr6e~de. 


