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poly~dre. 

Par G. CEs.~o. 

Prdsident de l'Acad6mie royale de Belgique, Professeur de Cristallographie 
et Min6ralogio ~ l'Universit6 de Li6ge. 

[Read January 26, 1915.] 

I~ S axes de sym6trie d'un polybdre ne sont pas toujours situ6s tous 
dans ses plans de sym6trie ; ainsi, tandis que le cube a tous ses axes 

8 A 4, 4 A 3, 6 L 2 

situ6s dans ses plans de sym6trie, le rhombo~dre 
X s, 3 L 2 

a son A 3 situ6 dans des plans de sym6trie, tandis que les 8L  2 ne sont 
pas situ6s darts ces plans. 

Or, si 1'on eonsid~re l'ensemble des axes situ6s dans les plans de 
sym6trie, 

3 A s, 4 A s, 6 L ~ dans le premier cas, 
A 8 dans le second, 

j'ai trouv6 que le symbole obtenu poss~de une propri6t6 num6rique 
remarquable: 'Si l'on multiplie chaque coefficient (nombre d'axes de mgme 
ordre) par l'ordre de l'axe et par cet ordre diminu6 d'une unit6, que 
l'on ajoute ces produits partiels, que l'on multiplie par 4 la somme, et 
que l'on ajoute une unit6 au r6sultat, on obtient toujours un cart6 
parfait. En outre, en divisant par 2 la racine de ce carr6 augment6e 
d'une unit6, ]e rdsultat repr6sente ]e nombre total des plans de sym6trie 
poss6d6s par le poly~dre.' 

Ainsi, pour le cube, on a 

4 ( 8 . 4 . 3 + 4 . 3 . 2 + 6 . 2 . 1 ) +  1 = 2 8 9 = 1 7 2  , 

et le nombre de plans de sym6trie est 

1 7 + 1  
2 - = 9 ;  
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pour le rhembo~dre, on obtient 

4 ( 1 . 3 . 2 )  + 1 =  25 = 5% 

et, pour le nombre de plans de sym6trie, 

5 + 1  
- - 3 ,  

2 

u162 la d~monstration de cette propri@t6 : 

THk, O R ~ .  8i 
IV . A n, P . AP, Q . Aq, ... 

est l'ensemble des axes de sym~trie qu'un 2oly~dre contient dans ses Tlaas 
de sym@trie, le hombre 

4 { 2 ~ ' n ( n - 1 ) + P T ( p - - 1 ) + Q q ( q - 1 ) + . . . } + l  = C: 

est un cart@ parfait, et le hombre de plans de sym@t~'ie que le -poly~d~'e 

Toss,de est X = C + 1  
2 

En effet, si l 'on consid~re un premier plan de sym6trie et que Yon 
d@signe reapeetivement par  

N1, t)1, Q1, ... 

les nombres de A n, AP, Aq, ... y contenus, j ' a i  d6montr61 que le nombre 
total  de plans de sym6trie du poly~dre est donn@ par  la formule 

X = 1 + N  1 (n - -  1) + 1) 1 ( 2 - - 1 ) +  Q1 ( q - l )  + . . . .  

La re@me formule, appliqu6e successivement g tous lea autres plans 
de sym~trie du poly}dre, donnera de m@me 

X = l+iV~ ( n - - l ) + 1 ) ~  ( -p - - l )  + Q~ ( q - l ) +  ... 
X =  l + N s ( n - - 1 ) + P , ( p - 1 ) + Q ~ ( q - - 1 ) + . . .  

�9 . . . . . . , . o , . . , . o 

�9 . , . . . . . . .  . . . . .  . 

En ajoutunt membre "~ membre ees X 6quationa il vient 

X '  = X +  < n - - l )  ~ N l + ( p - -  1 ) ~P~+  (q--  1) 2Q1+ . . . .  (1) 

Mais, dana la somme N 1 + N~ + . . .  ehaque A n se rencontre n lois, car 
on salt qu'il eat aitu6 "~ l 'interseetion de n plans de sym6trie, ~ de sorte que 

~ N  1 = nN, ~ t '  1 = ~P,  ... ; 
donc, en posant 

N n  (n--1)+1)1~ (2 - -1 )  + @q (q-- 1 ) +  ... = S, 

1 G. Ceshr% ~Des macles2 Mdmoires couronn@s e~ m6moires des savants 
~trangers publi~s par l'Acad~mie royale de Belgique, 1898~ t. liii~ p. 47. 

2 Par un A", ou bien il passe n plans de sym6trie, ou bien il n'en passe aucun 
et~ d~apr~s l'~none4~ on se trouve iei dans le premier eas�9 



~N:E PROPEI~,,T~ NUM~RIQUE DES AXES DE SYM]~TRIEo 175 

1'dquation (1) devient 
X ~ - - X - - S  = O. 

On en tire X ---- 1 + v/4-S-+ 1 
2 

Comme X est un nombre rationnel, il s'ensuit que 

4 S +  1 ---- C ~ 

est un carr6 parfait et que le nombre total de plans de symdtrie est 

X =  C + 1  
2 

C'est la propri~td qu'il fallait ddmontrer. 

EXemTles : 

1 o Considdrons la combinaison axiale 

8 h~, 4A~. (2) 
(a) Si settlement les 8 A ~ se trouvent dans des plans de sym6trie, 

4 S + 1  = 4 ( 8 . 2 . 1 ) + 1  = 25 
5 + 1  

X = - - - ~  = 8 .  

Ce sont les poly~dres du groupe hexadiddrique 
C, 8 A 2, 4 A s 

8 I I  

(b) Si les 4 A s, et par consdquent les 3 A 2 aussi, se trouvent dans des 
plans de sym6trie, la formule donnera le nombre maximum de plans de 
sym6trie que pent prdsenter la combinaison axiale (2) : 

4 S + 1 - - - - 4 ( 3 . 2 . 1 + 4 . 8 . 2 ) +  1----121 

1 1 + 1  
X - -  - - 6 .  

2 

Ce sent les polybdres du groupe t6tra6drlque 

8 A ~, 4 A s, 6 P.  

20 Consid6rons, en second lien, la eombinaison axiale 

A s , 3 L 2. (8) 

(a) Si seulement le A 8 se trouve clans les plans de symdtrie, on 
obtient par la formule les trois plans de symdtrie qui passent par 1'axe 
ternaire, et l'on arrive aux polybdres du groupe rhomboddrique holoddrique 

C, A 8, 8 L ~ 
8 P .  
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(b) Si tous les axes de sym6trie se trouvent dans des plans de 
sym6trie, la formule donnera le hombre maximum de plans de sym6trie 
que peut poss6de r la eombinaison axiale (8) : 

4 S + 1 = 4 ( 8 . 2 + 8 . 2 . 1 ) +  1 = 4 9  

7 + 1  
X - -  - - 4 .  

2 
On obtient la combinaison 

A s, 8 L ~, 8 P" 
II 

r~alis~e, par exemple, dans le prisme r~gulier "i base triangulaire. 

Autre Snonc~ de la propri~t& En examinant ce qui vient d'etre dit, on 
aperpoit un autre ~none~, tout aussi intdressant que le premier, de la 
propri~t4 dont nous nous occupons : 

Co,me routes les combinaisons axiales possibles sont susceptibles de 
poesSder des plans de sym~trie passant par tons les axes de sym~trie, il 
s'ensuit que ]a propri~t6 

4 S T  1 = carr~ parfait 

est une condition d'existence d'une combinaison axiale quelconque, c'est- 
�9 h-dire que l'on peut 6noncer : 

~Pour qu' nne comblnaison axiale 
_h r . A n, P .  AP, Q. Aq, ... 

F~isse ewister, il faut qu'en d$signant par S la somme 

5 ' =  ~Vn (n--:)+Pp (p--  1) + qq (q - - : )  + ... 

la quantit~ 4 S+ 1 

soit un carr~ parfait. Le hombre maximum de plans de sym$trie que la 
combinaison axiale dont il s' agit Tent poss~der est donn~ par la formule 

x -  J~-+ 1+ ~ 
2 

On peut transformer les expressions de ~q et X comme il suit :  Si 
y est le hombre de positions identiques en apparence que le polyMre 
consid~r~ peut occuper dans l'espace, k n le hombre d'esp~ces d'axes simples 
k n, lop le hombre d'esp~ees d'axes simples XP, etc., on salt que 1 

2 Nn 2 Pp 
7 - -  kn - - - - ~ = . . . ,  

i G. Ces:aro, ' ides poly~dres qui peuvent occuper dans !'espace plusieurs 
positions identiques en apparenee.' M6m. couronn~s et Mgm. des savants 
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de sorte que 

S =  ~ -  { (n - -2 )  k,~+ ( T - - 2 ) k ~ +  ... } 

et 4 s + 1 = ~ 7:~ ( n -  2) k,~ + 1. 
Done �9 Dans tout Toly~dre, si l'on multi2lie le nombre d'esp~ces d'axes 

simples d 'un certain ardre p a r  cet ordre diminu~ d'une unit~, flue l'on 
multiplie la somme de ces produits, obtenus Tour tous les  ordres, par  le 
double du hombre de positions identiques en apparenee que le poly~dre peut 

oeeuper clans l'espace, le r&ultat augment~ d'une unita donne un  carr~ 

parfait. 
Le nombre maximum de plans de sym6trie, que peut  poss6der la 

combinaison axiale eonsid6r6e, est done 

X = �89 { 1 +  J~-r~ ( n - - 1 ) a ' n + l } .  

2r max imum de plans de sym~trie dans les trois classes de poly~dres. 
On sait que les poly~dres peuvent  ~tre rang6s en trois classes, suivant  
qu ' i l s  poss6dent trois ordres d'axes, deux ou un seul ordre. ~ 

1 re Classe. Dans chaque ordre tons les axes sent de mSme esp6ce : 

X = �89 { 2 +  ~ 2 7 - ( n + p + q - - 3 ) + l } .  

2 e Classe. Dans Fun des ordres les axes sent tons de m~me eSla~ee , 
dans l ' au t re  ils sent de deux esp6ces diff~rentes : 

k n :  2, JI)~ = 2 ,  

X---- �89 { 2 +  #'2-y ( n + 2 p - - 8 ) + l } .  

3 e Cla. sse. On a :  ou bien un  axe unic~ue h6t6ropolaire h n X "n, 

donc k n = 2 ,  7 - - - -n  et lear cons6quent X = n ;  ou bien trois axes 
binaires perpendiculaires  deux "~ deux : 

(XX) ~, ( a 'h '  B (V'X" B 
d o n c k  n = 3, n =  2, et comme y = 4, X = 3. 

4trangers publi4s par l'&ead6mie royale de Belgiqu% 1893, t. liii, p. 13~ Th6or. 
V I I I . - - I 1  faut observer quo darts le m6moire cit4 ci-dessus .~ repr6sento le 
hombre total d'axes simples X n, hombre qui est double de eelui des axes 
compos6s A n, de sorto qu'avee la notation employ6e dans le prgsent m6moire 
le nombre total de ~n est 217. 

1 Loc. cir., pp. 15 ~ 29.--Ce sent les ~rois classes de poly6dres ~ossddant des axes 
de symdtrie ; une quatri~me elasse est celle des poly6dres sans axes de sym4trie ; 
ees derniers poly~dres ne peuvent 4videmment poss~der tout au plus qu'un plan 
de symdtrie, car l'interseetion de deux plans de sym6trie donnerait un axe de 
sym4trie. 


