Mosiz Barcon:

Assi di invetsione e sistematica delle classi di simmettia.

Uno dei modi piu adatti per far riconoscere e risaltare
le correlazioni esistenti tra le diverse classi e sistemi cri-
stallini- & la loro classificazione in base agli elementi di
simmetria indipendenti : considerando infatti solo quegli
-elementi la cui coesistenza & necessaria e sufficiente per
caratterizzare la simmetria delle varie sostanze cristalliz-
zate, appaiono in piu immediata evidenza le analogie e le
differenze tra le varie classi cristalline, e pilt facile riesce
seguire il nesso logico che tutte le classi collega.

Multiple evidentemente sono le possibilitd di classifi-
cazione, potendosi assumere come elementi guida 1'uno o
I’altro tipo di elementi di simmetria e studiando poi tutte
le loro combinazioni ammissibili con la legge di Havv.
Classificazioni sono state pubblicate da vari autori: una,
particolarmente evidente, fu proposta nel 1927 dal prof..
Panicnr (Bibl. n. 25), adottando come elementi ordinatori
gli assi di simmetria, sia di tipo girico, sia di tipo giroidico
(assi giro-specchio (*)), quest’ultimi opportunamente estesi
dal caso di A,pn a quello di Ay (%).

Esaminando le associazioni di questi assi tra di loro e
«<con piani di simmetria, il prof. PaNicur mostrd come tutte
le possibili classi cristalline si possano ricavare «con la
semplice ammissione (come elementi di simmetria indipen-
denti) di non pitt di due assi e di non pitt di due piani».

() O assi-speechio, o assi di simmetria alterna.

(*) In questi simboli il primo indice di I’ordine dell’asse pensato
«€ome girico, mentre tra parentesi & indicato I’ordine dell’asse pensato
come giroide. . .

Gli assi A, y) corrispondono solo formalmente'a nuovi elementi di
simmetria, non rappresentando in realtd null’altro che 1’ associazione di
an asse girico A, con il piano di simmetria ad esso normale.
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‘Un "altro concetto che giova a far risaltare in modo
semplice ed elegante le correlazioni di simmetria tra le
classi & quello di congiderare come fondamentali (o primi-
tive od originarie (Urformen) (*)) le forme dovute ai pit
semplici insiemi di elementi di simmetria, esaminando il
loro ripetersi ritmico col variare dell’ ordine dell’asse che
si considera come verticale.

Classificazioni di questo tipo sono quelle ben note di
Tscuermak, Brokr, Rinve (Bibl. n. 8, 26, 27).

Noto per altro che la classificazione ad elementi di
simmetria indipendenti, basandosi solo sui teoremi sulla
simmetria, non implica particolari ipotesi di derivazione. ’

Dopo le discussioni del periodo 1927-1931 (Bibl. n. 26-
38), culminate con !’adozione dell’asse di inversione nelle
Internationalen Tabellen zur Bestimmung der Kristallstruk-
turen (1935), si & andata affermando internazionalmente la
utilita di adottare questo elemento di simmetria come asse
di 2% specie (*) al posto dell’asse-specchio (vedi ad es.'i
trattati di Rinve-Berex (1934), Raaz-Terrson (1939), BuvorT-
KovLkyveyEr-MAc Gitravey (1940), Niceur, IIT ed., (1941));
‘ed io ho pensato, durante gli ozii del campo di interna-
mento, di applicare 1'asse di inversione alla classificazione
del prof. Pantcnr (che mi fu facile ricostruire per la sua
grande semplicita), ottenendone la tabella che pil sotto ri-
portero. Al ritorno lo studio sistematico della bibliografia.
mi ha appreso che tabelle molto simili 0 quasi coincidenti
sono state ottenute, seppure partendo da coneetti o con scopi

(') I& quasi superfluo rilevare che 1'espressione « Urformen» & pura-
mente convenzionale, non essendo callagata ad alecun processo naturale
di reale derivazione.

(*) Asse di 2® specie (o giroide) si definisce quello in cui il rieo-
primento non avviene per semplice rotazione (asse girico), ma solo per
effetto di una duplice simultanea operazione: o rotazione e specchia-
mento rispetto ad un piano normale all'asse (asse-specchio), o rotazione
intorno ad un asse acecompagnata .da una inversione rispetto ad un
punto giacente sull’asse (asse di inversione).
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diversi, da vari altri antori (pér es. Saurer (1912), VarETON
(1928), Maverxs (1931), Terrscn, (1916 e 1940)); ma mi induco
a pubblicarla ngualmente, onde far rilevare ancora una volta
i vantaggi che 1’asse di inversione presenta, per la sistema-
tica delle classi cristalline, rispetto all’asse-specchio.

In realta i due concetti di asse di inversione e di asse-
specchio sono praticamente equivalenti. Cio & particolar-

mente evidente nell’unice caso in cui I’asse di 2* specie
si presenta in natura come elemento di simmetria irridu-
cibile: la simmetria dalla classe bisfenoidale tetragonale si
pud interpretare ugnalmente bene come dovuta ad un asse—
specchio di ordine 4 (A, (y), 0 ad un asse d’inversione di pari
ordine (A7) (').

Nel caso in cuni siano di ordine diverso da 4, sia gh
assi-specchio che gli assi d’inversione sono nconduclbxh ad
un insieme di pil altri elementi di simmetria (assi giriei
pitt piano o centro), come si vede dalla tabella di equiva-
lenza degli assi giroidi, ehe qui riporto:

Agsi di simmetria composta

Assi di simmetria alferna Assi di inversione
Al‘l[u] Anﬂn) A;

Ay=P=A4A; A;=C=A,,

: Aygpy=C=A; A;=P=A4A,,
Ayg=A,P=A,0C A; =A,C= Ay,

. A‘ﬂlﬂ = A: Az = Aﬂ[‘l
Aw=4,P=4A,C A=A, P=A,,
A=A P=A;
Ay =A;C= 45

Ay =A; P=A,C

(*) L'ordine dell'nsse di inversione si indiea nello stesso modo che'
per gli assi girici, ma con la cifra soprasegnata. (p. es. Ay e Aj indi-
cano rispettivamente gli assi girico e giroide d’inversione d'ordine 4).
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Si tratta quindi di esaminare quale dei due concetti
sia preferibile adottare per ottenere una successione il pilt
possibile conseguente delle trentadue classi di simmetria,
tale da permetterci di meglio rilevare le corrispondenze tra
le singole classi e tra 1 diversi sistemi.

Ricordando che, per la legge di Haiy, gli unici assi
girici possibili in cristallografia sono quelli di ordine 1, 2,
3,4, 6 (se si considera con ScuoexrLies (II Ed., 1923, p. 11)
come asse A, I'identitd, che di per s& non corrisponde
ad alcuna simmetria, poichd equivale ad una rotazione di
angolo 0°) appare dalla tabella di equivalenza che mentre per
gli assi di inversione si hanno tutti i 5 assi corrispondenti, per
gli assi-speechio sono possibili solo 1 3 assi di tipo Ay
per cui 2n = 6, accanto ai b di tipo A,m; perd di questi ultimi
i 8 assi ad n pari, non possono essere considerati come veri
elementi di simmetria, in quanto, come ha gia fatto notare
il prof. Pawicur, dei due tipi di operazione eseguibili con
elementi di simmetria (1. ricoprimento della forma con sé
stessa; 2. ottenimento della forma completa a partire da
una faccia, mediante il ripetersi dell’operazione tipica del-
I’elemento sino a riottenere 1'identita (*)) & per essi esegui-
bile solo il primo (%).

Il confronto va quindi limitato ai 5 assi di inversione
ed agli assi-specchio Ayy), Aymy, Asy), Asg, Ase, elementi
di simmetria che con vario ordine si equivalgono, come gia
appare dalla tabella su riportata. Essi sono qui riprodotti
insieme alla proiezione stereografica delle forme che da
loro si ottengono:

(*) Nel caso dell’asse di inversione per n o 2n operazioni a seconda
che I'asse di inversione & di ordine pari o dispari.

(*) Osserviamo che mentre per i 3 A, ad n pari si ottiene cosi
solo la metd delle facce e non altre, per i 2 assi di inversione ad n
dispari (A7 e A7) si possono oftenere tutte le facce della forma, ma

solo dopo 2n operazioni,



T bene notare che questi cinque elementi di simmetria
hanno un significato reale, intrinseco, in quanto Ay, Az,
7 () indicano elementi di simmetria di per sé& stanti
(C, P, A7), mentre Az e Ag () esprimono la simmetria
delle uniche due classi in cui con gli elementi di simme-
tria soliti (assi girici, piano, centro) la simmetria & rappre-
sentata da soli due elementi e manca quel terzo elemenfo
(appunto 1"asse di seconda specie), che riporti direttamente
dalla posizione raggiunta attraverso 1’azione successiva dei
due elementi di simmetria, alla posizione iniziale. Adottando
invece anche in queste due classi gli assi giroidi, esse ven-
gono a perdere il loro carattere di eccezione; e rientrano

() E i loro corrispondenti assi-specchio.
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tra le 10 classi ad un solo elemento di-simmetria (5 ad
assi girici e 5 ad assi giroidi).

Al confronto diretto tra i singoli assi di inversione e
di simmetria alterna non é forse inutile premettere qualche
considerazione di carattere pilt generale. Se noi esaminiamo
le sostanze cristalline di minor simmetria, vediamo che la
prima reale operazione di simmetria che si incontra nel
mondo dei cristalli & I’inversione ed il primo elemento di
simmetria & il centro.

Il centro di simmetria & gia presente in cristalli i eui
assi cristallografici hanno un orientamento non precondizio-
nato (sistema triclino «7#pf#y), mentre la simmetria per
specchiamento ha un’influenza sulla disposizione degli assi
cristallografici (sistema monocling a=y=290° g =>90"). Poiché
la rotazione & operazione di per sé eseguibile su qualunque
corpo (e quindi anche sui cristalli) mi pare pil logico, per
spiegare le simmetrie cristalline, associare alla rotazione
I'inversione piuttosto che lo specchiamento, sebbene questo
sia, da un punto di vista puramente morfologico, forse di
pin immediata evidenza (').

Data 1'appartenenza della cl. pinacoidale al sistema
triclino, appare preferibile rappresentare il centro di sim-
metria piuttosto come Aj che come Ay ; nelle due classi

) del sistema triclino figurano cosi solo assi di ordine 1 e
non interviene nessuna simmetria di rotazione, né girica né
giroide. Il piano di simmetria & d’altro lato I'unico elemento
di simmetria della cl. domatica del sistema monoclino, e la
sua simmetria & esplimibi]e' con un asse (di inversione) '
di ordine 2 (Aj) (), analogamente a quanto accade per le

(*) Sull’importanza dell’inversione rispetto allo specchiamento nei
riguardi delle proprieta fisiche, hanno insistito particolarmente il Voiar,
il TeErTsCH, il RAAz (Bibl. n. 12, 15, 46, 47).

(*) Con la simboleggiatura Aj il piano di simmetria viene rappre-
sentato dalla direzione della sua normale, similmente a quanto avviene
per le facee dei ecristalli nelle misure goniometriche. In generale, come
fa notare il NigGr1 nel suo trattato (32 ed., 1941, p. 30) «la scelta della

S
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altre due classi dello stesso sistema: la cl. sfenoidale (che
possiede un asse girico binario (A,)) e la cl. prismatica
{che ha un asse girico ed un asse giroide binari oltre al
centro di simmetria); ‘con I'tuso degli assi-specchio la
simmetria domatica dovrebb’ essere invece rappresentata
da un Ay ; la simboleggiatura farebbe quindi pensare che
la simmetria di questa classe fosse minore di quella della
classe pinacoidale (Aypy), mentre cid0 non & se si tien
conto, come ho fatto sopra, dell’ orientamento delle croci
assiall. [ y

I vantaggi dell’asse Az (e Ag) rispetto al corrispon-
dente Ay (e Asg ) appaiono particolarmente evidenti nel ri-
spetti della sistematica delle classi e del loro raggruppamento
in sistemi e di essi tratterd pilt oltre a questo proposito.
Quanto all’ Az ho gia ricordato Ja sua perfetta equivalenza
con I’ Ayy; qui il vantaggio & di carattere pitt puramente
formale e generale, in quanto per omogeneita di trattazione
& preferibile adottare anche qui ’asse di inversione, data
la superiorita. di questo elemento di simmetria in tutti gli
altri casi. :

Le 22 classi di simmetria cristallina che posseggono
pii di un asse (girico o giroide di inversione) si possono
ottenere come tutte le combinazioni non equivalenti, ammis-
sibili con le leggi fondamentali della cristallografia, dei b
assi girici e b assi giroidi di inversione gia ricordati.

Si ottiene cosi globalmente la tabella a pag. 60, in cui le
varie classi si hanno partendo dai singoli assi girici e giroidi
e considerando via via tutte le possibili combinazioni cristal-
lografiche tra di loro e con quelli che li precedono, tenendo
conto del seguente ordine di simmetria crescente :

Au Az, AE: Ay, Agy AE:.AZ: Ay Az, Ag
; .

‘rotazione e dell'inversione (compresa la rotazione con inversione) come
operazioni fondamentali ha il grande vantaggio che si utilizzano aceanto
al punto solo delle direzioni ».

.
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Gli assi di inversione di ordine dispari rappresentanc
infatti una simmetria maggiore degli assi giriei corrispon-
denti, in quanto equivalgono agli stessi assi girici pil il
centro di simmetria ('), mentre gli assi di inversione di
ordine pari, essendo contemporaneamente assi girici di ordine
dimezzato, corrispondono evidentemente ad una minore sim-
metria rispetto agli assi girici dello stesso ordine.

I’ ordine per le classi dei sistemi triclino e monoclino
& quindi :

1. Ay cl. pediale

2. At cl. pinacoidale”
: 3. A; (® cl. domatica

4, A, cl. sfenoidale

b. Az A el. prisma_tica

Se ora a un asse girico binario verticale si aggiunge un
asse giroide binario prima ed un asse girico binario poi
(disposti orizzontalmente (*)), si ottengono le prime due classi
del sistema rombico :

6. A As el piramidale rombica
7. Ay A, cl. bisfenoidale rombica.

(') Per questo aleuni (ad es. Vorar (Bibl. n. 12) e Raaz (Bibl. n.
47)) non li considerano come elementi di simmetria di per sé stanti,
anche per la gid ricordata caratteristica che la forma completa si ottiene
solo dopo 2n rotazioni, mentre dopo n rotazioni si giunge solo alla
posizione centro-simmetrica rispetto alla iniziale.

(*) Si traseurano le combinazioni con A, , sempre possibili, e quelle
di pitt A7, poiché un ecristallo non pud avere, macroscopicamente, pitr
di un centro di simmetria.

) 2 da notare che, tenendo conto dell’ orientazione degli assi, il si-
stema monoclino rientrerebbe nel sistema trielino e si dovrebbe conside-
rare come la combinazione, analogamente a quanto aceade negli altri
sistemi, di un asse binario (girico o giroide) orizzontale coll'asse verti-
cale di ordine 1. Qualeuno infatti (es. Bibl. n. 17) considera i 2 sistemi
come costituenti un unico sistema monogonale, di cui la tabella fa
risaltare immediatamente il parallelismo coi sistemi romboedrico e cubico,
essi pure dotati' di uno o pifi assi di ordine dispari.
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L'ultima classe del sistema si ottiene combinando due assi
binari ortogonali (sia due glirici, sia due giroidi, sia uno girico
e uno giroide) con il centro di simmetria. Io ho adottato
la simmetria maggiore :

. 8. A, A, A7 cl. bipiramidale rombica.

Si conclude cosi con I’esaurimento di tutte le combi-
nazioni possibili tra assi di ordine 1 e 2, il sistema rombico
ed il gruppo trimetrico (¥).

Si hanno successivamente, nel grappo dimetrico, i si-
stemi in cui un asse verticale di simmetria (sia girica sia
giroide) di ordine superiore a 2 si combina in tutti i pos-
sibili modi con gli assi (sia girici che giroidi) di ordine 1
e 2 e con le loro combinazioni (tutte equivalenti a Ay Aj):

Ay, Az, Az (), Ag, A2 Ag (s)'.

A seconda dell’ordine di questo asse verticale si hanno i
tre sistemi trigonale (romboedrico), tetragonale ed esagonale.

(*) Altri invece ((Bibl. n. 13,14 e 11, ed, in parte, SCHOENFLIES, 1% ed.
(1891) e ViorLa (Bibl. n. 3)), astraendo dal consueto orientamento degli
* elementi di simmetria, & portato a fare dei 2 sistemi monoclino e rombico
un unico sistema binario o digonale (ad asse verticale(?) binario) di eui
la tabella permette di riconoscere 1'analogia con i sistemi tetragonale
ed esagonale, tenendo conto che la classe A7 Az viene a mancare come
classe a s& nel sistema digonale, in quanto, per I'ordine dell'asse ver-
ticale, essa viene a coineidere; salvo 1'orientamento, con la classe Ay AF .

(*) L'asse A3, essendo girico di ordine 1, pud anche essere di-
sposto parillelamente all’ asse verticale girico (equivale al piano di sim-
metria ad esso normale) senza modificarne 1’ ordine.

(*) La combinazione di questi 5 elementi con i diversi assi verticali
costituisce appunto il «ritmo di ripetizione > del RixNE (Bibl. n. 27 e
n. 34 e RINNE-BEREK: Anleitung zu optischen Untersuchungen mit
dem Polarisationsmikroskop, 1934, p. 85), che indica i 5 easi (gradi)
con le lettere p (pedio), i(pinacoide: inversione), d(doma), s(sfenoide),
sd (prisma). Meglio sarebbe, forse, accettando come egli fa I'asse d'inver-
gione, indieare 1'ultimo easo con is. Nella derivazione del RiNNgE poi la
derivazione delle eclassi ad assi giroidi di ordine 4 e 6 non appare
. troppo evidente.
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Dalle associazioni cristallograficamente possibili di pia
assi di ordine superiore a 2 (A3, A3, A3, A,) si hanno poi
le 5 classi del sistema enbico (gruppo monometrico).

Dalla tabella risulta che I’analogia tra i sistemi tetrago-
nale ed esagonale diventa completa e perfetta guando si adotti
Passe di inversione Az. Cosi vengono-a raggrupparsi nel
sistema esagonale le due classi bipiramidali trigonali (che il
Terrscr appunto per questo propose di chiamare emiesago-
nali (Bibl. n. 15, p. 152)), cornspondentemente a.IIa simmetria
del loro edificio cristallino, quale & stato riconosciuto attra-
verso 1’esame strutturale roentgenografico, mentre adope-
rando I’asse-specchio (Ajpm) esse dovrebbero far. parte del
sistema trigonale.

D’altro lato con 1'adozione dell’ A§ rientrano natural-
mente nel sistema trigonale le due classi romboedrica
e scalenoedrica ditrigonale, che, usando invece I'Aggy),
si sarebbe indotti (come talora & stato fatto, vedi cita-
zioni in Bibl. n. 47) ad affiancare alle classi del sistema
esagonale.

Anche qui lo studio strutturale ha dimostrato che
queste due classi, con le classi piramidale trigonale, pira-
midale ditrigonale e trapezoedrica trigonale, posseggono
una cella elementare romboedrica, per cui queste b classi
si possono riunire Iin un sistema romboedrico, di cui la
tabella mette in luce le note analogie con il sistema cu-
bico, dovute all’ esistenza in ambedue i sistemi di (uno
o pilt) assi ternari (*). Adottando gli assi di inversione le
b classi del sistema romboedrico sono le sole che posseg-
gono un asse di simmetria ternaria e quindi il sistema
romboedrico viene ad identificarsi col sistema trigonale,
che viene cosi a possedere una classe olosimmetrica in

(*) Con I'adozione degli assi di inversione 1’ordine delle 5 classi
del sistema cubico viene definito in modo univoco.
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analogia con tutti gli altri sistemi (). Esso viene inoltre
" a differenziarsi nettamente dal sistema esagonale, come
vuole il diverso tipo di reticolo che & alla base dei
due sistemi.

Oltre che nella classificazione ad elementi di simmetria
indipendenti gli assi di inversione si posseno applicare
anche nella simboleggiatura della simmetria completa delle
classi (v. ultima colonna della tabella), dove mi pare che
I’adozione dell'asse giroide Az invece del piano di simmetria
renda ancora pilt evidente il prineipio costruttivo delle varie
classi e le analogie loro e tra i sistemi. '

Pavia, Istituto di Minemlogfa dell’” Universita.

(') Con gli elementi di simmetria soliti il sistema trigonale viene
a raggruppare le 7 classi che presentano 1' asse girico ternario e mentre
non possiede nessuna classe olosimmetrica, non pud neppure essere iden-
tiﬁcatg col sistema romboedrico.



Elementi di simmetria nelle clagsi cristalline
(Assi girici e giroidi di inversione)

N. Sistema e sezlone Classe Blestont di S{mm. Simmetrla completa
indipendenti -
0 Y Pediale Ay Ay (-)
2 i Pinacoidale Ar A; (%)
3 Domatica Ajg A; (P)
4 Monoclino Sfenoidale Ay A,
b . Prismatica Ag Aj A, A; A7
6 Piramidale rombica As Az A, Az A%
7 TRombico Bisfenoidale rombica As Ay A, Al A",
8 Bipiramidale rombica Ay Ag AT A, A%y A Ag A’z A% Ay
9 | Sez.adasse ( Bisfenoidale tetragonale Aj Az (Agyy)
10 di inver. [ Scalencedrica tetragonale A7 Ag Az 2A/ 2A'7;
11 Piramidale tetragonale Ay A,
12 Tetragonale Boi. adasie Bipiramidale tetragonale Ay AT A, Az Ap-
13 i Piramidale ditetragonale Ay Az A 2A% 2A";
14 pisd Trapezoedrica tetragonale Ay Ay A, 2A% 2A7,
15 Bipiramidale ditetragonale Ay Ap Aj A 2A% 2A") Az 2A'52A";5 Aq




16
17

18 Trigonale o romboedrico

19
20
21
22
23
24
26
26
27
28
29
30
31
32

Esagonale

Cubico

Sez.udagse g
girico (

Piramidale trigonale

Romboedrica

Piramidale ditrigonale

Trapezoedrica trigonale

Scalencedrica ditrigonale
| Bipiramidale trigonale
' Bipiramidale ditrigonale
Piramidale esagonale
Bipiramidale esagonale
Piramidale diesagonale
Trapezoedrica esagonale
Bipiramidale diesagonale
Pentagonododec. tetraedrica
Diacisdodecaedrica
Esacistetraedrica
Icositetraedrica pentagonale
Esacisottaedrica

Ay

A3 (As Aj)

Az Az

Az A,

A3z Ay (Au A, A']')
Aj

Az Ay

Ag

Ag Af

Ag Az

Ag A

A Az A{

Az Ay

As Az (As As AY)
Az Az

Az Ay

A3 Ay

(As Aq A7)

Ag

Az (A3 O)

Ay Az

Aq 84,

Aj 3A", 8A%; (A, 8A%, BA% A;)
Az (A, P)

Az 8A%, BA%;

Aﬂ

Ay As Ar

Ay BA'; BAS

A, BAY, BAY,

Ag BAY, BA", A5 BA'5 BA"; Ag
44, 8A,

4A5 BA, BAj (4A, 8A, 3A5 Ay
4A, 8A7 6A

4A, BA | 6AY,

4Az BA| 6A’) BA5 6A";

(4A, BA, 6A', BA3 6A'5 Ar)

P. 8. - I sistemi trigonale e tetragonale possono anche invertire il loro posto.
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